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Este libro, orientado hacia los alumnos de los grados 
superiores, los profesores de Matemática y los estudiantes 
de las facultades de Física y Matemática de los Institutos 
pedagógicos, tiene puntos de contacto con el libro «Método 
de inducción matemática» de I. S. Sominski (Editorial 
MIR, 1975) y puede ser considerado como su continuación; 
será de interés especial para los que conocen ya el libro de 
I. S. Sominski. 

Contiene 38 ejemplos seguidos de solución detallada 
y 43 problemas acompañados de breves indicaciones. Está 
dedicado a diversas aplicaciones del método de inducción 
matemática para la solución de problemas geométricos. 
A nuestro parecer, lo más importante en él son los distintos 
aspectos del método de inducción matemática; algunos (no 
todos, por supuesto) ejemplos y problemas pueden también 
representar interés por sí mismos. 

El libro se basa en dos conferencias que I. M. Yaglóm 
dictó para un grupo de escolares, miembros del círculo 
matemático anexo a la Universidad Lomonósov de Moscú. 


L. I. Goloviná 
I. M. Yaglóm 
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INTRODUCCIÓN: 
¿EN QUÉ CONSISTE 
EL MÉTODO DE INDUCCIÓN 


MATEMÁTICA? 
A AA A AAA 


Se denomina inducción todo razonamiento que comprende 
el paso de proposiciones particulares a genarales con la 
particularidad de que la validez de las últimas se deduce 
de la validez de las primeras. El método de inducción mate- 
mática es un método especial de demostración matemática 
que permite, a base de observaciones particulares, juzgar 
de las regularidades generales correspondientes. Para elu- 
cidar su idea conviene recurrir a ejemplos. Por eso, comen- 
zaremos considerando el ejemplo siguiente. 

Ejemplo 1. Determínese la suma de los n primeros núme- 
ros impares á 


1+43+45+... + ln — 1). 


SOLUCIÓN. Representando esta suma por S (n), tomemos 
n=1, 2, 3, 4 y 5; tendremos: 
A) de: 
SOSA == 4, 
S(3)=1+4+3+5=09, 
S(W=1+3P45+7=16 y 
S.(5)=1 +3 +5-+7+ 9 = 25, 


l 
i 


Como vemos, para n = 1, 2, 3, 4 y 5 la suma de n números 
impares sucesivos es igual a n*. ¿Podemos sacar de aquí 
nmediatamente la conclusión de que esto tiene lugar para 
odo n? No, pues semejante conclusión «por analogía» 
uede resultar a veces errónea. Veamos algunos ejemplos. 
Consideremos los números de tipo 22” + 1. Para n = 0, 
„2,3 y 4 los números 22 + 1 = 3, 2*4 1 = 5, 2% + 
H4 = 17, 2% + 1 = 257 y 2% + 1 = 65 537 son primos. 
P. Fermat, ilustre matemático francés del siglo XVII, 
aceptaba que todos los números de ese tipo son [primos. 
Sin embargo, L. Euler, eminente sabio y académico de Sa 
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Petersburgo, encontró, en el siglo XVIII que 
22 + 4 —4294 967 297 = 641 -6 700 417 


compuesto. A 
' a penig n. del mismo género. G. W. Leibniz, 
famoso matemático alemán del siglo XVII y uno de los 
fundadores de las «Matemáticas superiores», demostró que. 
cualquiera que sea el entero positivo n, el número n’ — » 
es divisible por 3, el número n* — n es divisible por 5 y el 
número n? — n es divisible por 71). Do aquí supuso que 
para todo Æ impar y cualquier natural n el número n* — » 
es divisible por k; pero pronto observó que 2% — 2 = 510 

es divisible por 9. 

i: x Un error pi carácter cometió D. A. aao, cono- 
' cido matemático soviético, al suponer que para primo p 
el número 2P-* — 1 no es visits por p?. El cálculo directo 
confirmaba esta hipótesis para todos los números p menores 
que mil. Sin embargo, pronto se comprobó que 21% — | 
es divisible por 1093* (1093 es un número primo); o sea. 
la hipótesis de Grave resultó errónea.  — 

Veamos otro ejemplo muy instructivo. Sustituyendo 7 
en la expresión 991n? + 1 por los números enteros sucesivo: 
1, 2, 3, . . ., jamás obtendremos el cuadrado de un número 
por muchos días o incluso años que dediquemos a ello. 
sería erróneo deducir de aquí que ningún 
po es un cuadrado pues, en realidad, entre 
po Y9n? + 1 también hay cuadrados: 
el valor mínimo de z para el cual es un 
991 n? 4+ 1. He aquí este número 


7 igas: 359 447 442 538 767. 


sd) 
Por 1 


la sobre la suma de los » 
á claro de lo anterior que 


l libro de Z. O. Il raaperuŭ 
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por muchos que sean los primeros valores de n para los cuales 
hayamos comprobado la fórmula 


SO) == (1) 


no podemos darla por demostrada pues siempre quedará el 
temor de que deje de ser válida en alguno de los casos no 
analizados. Para convencerse de que la fórmula (1) es válida 
para todos los n, es preciso demostrar que, por mucho que 
avancemos en la serie numérica natural, jamás podremos 
pasar de valores de n que aún verifican la fórmula (1) a va- 
lores de n que ya no la verifican. 

Supongamos, pues, que nuestra fórmula es válida para un 
número n y tratemos de demostrar que también será válida 
para el número siguiente n + 1. 

Es decir, aceptamos que 


S(n)=1+3+5+... + Qn —1) =n; 
calculemos 
S(n+4)=1+3+5+... + (Qn —1) + (2n + 1). 


Según nuestra hipótesis, la suma de los » primeros términos 
del segundo miembro de la última igualdad es n?, y, por 
consiguiente, 

S(n +1) = nm? + (2n + 1) = (n + 1). 

O sea, suponiendo que la fórmula S (z) = n? es válida 
para cierto número natural n, hemos logrado demostrar su 
validez para el número siguiente inmediato n + 1. Pero 
hemos visto que esta fórmula es válida para z = 1, 2, 3, 4 
y 5. Luego, también será válida para el número n =6 
que sigue a 5, así como para los números n = 7, n = $, 
n=09, etc. Nuestra fórmula puede considerarse ahora 
demostrada cualquiera que sea el número de sumandos. 
Este método de demostración se denomina método de induc- 
ción matemática. 

Es decir, la demostración por el método de inducción 
matemática consta de dos partes: 

1°. Se comprueba que la proposición enunciada es válida 
para el menor de los valores de n para los cuales ella tiene 
sentido!). 

1) Por supuesto, este valor de n no es' necesaria- 


mente la unidad; así, toda proposición relativa a las propiedades 
generales de los polígonos de n lados tiene sentido sólo para n > 3. 
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demuestra la proposición es válida para un 
Sig piune es válida para el número siguiente 


"sorie de ejemplos, la segunda 
ial. Evidentemente, la 
lo es menos: la demos- 


ocurrir dicha proposición i 
valor da pak de n. Por ejemplo, aceptando que un número 
entero n es igual al que le sigue, es decir, aceptando que 
n=n-+4, tendremos, agregando la unidad a ambos 
miembros de esta igualdad, n + 1 = n + 2; 0 sea, 

el número n+ í es igual al que le sigue. Naturalmente, 
de ello no se desprende en absoluto que la proposición enun- 
lada de válida para todos los n: no se verifica para ningún 


método de inducción matemática no 
anera estricta a este esquema. Á veces, 
poner que la proposición 
dos números sucesivos 
es válida entonces 
primera parte del 
la proposición 
n, por ejemplo, 

los 17, 18 y 19). 
demuestra la 


ra 


e aplica el 
s obtenidas 
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2°, Supongamos que 


Si (M=14+24+3+...+n Ami). 


2 
Entonces 
Siin+1)=14+2+3+...+n+(n+1) 


BA de) (+1) (142) (144) [M4 +4) 
== + (144) = CED EEC 


y con ello queda demostrada completamente la proposición. 
Ejemplo 3. Demuéstrese que la suma S, (n) de los 

cuadrados de los n primeros números naturales es igual 
n(n+1) (2n-+ 1) 

a 


n (n-+41) (2n 4-1) A 
nnti, 3) 


4 (1+1 (2441) 
E 


Sz (n) =124-24-324 ... +n? = 


SOLUCIÓN. 1°. S, (1) = 12= 
2°. Supongamos que 
a EE, 
Entonces 
Sant i)= H2 H. nH n= 
— 2144) (2741) 


6 


+ (n41)? 
y definitivamente 


DE EEDE EDH, 


Problema 1. Demuéstrese que la suma S, (n) de los 


" rs 2 2 
cubos de los n primeros números naturales es aundi 


SmE SE, A 
Ejemplo 4. Demuéstrese que 
E EE E O E a a fs) 


SOLUCIÓN. 1°. 1-2 = a, 
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aL OA 
1-24+2-34+3:4+ E 
Na tenemos 


1.24+2.34+3-44 
AS 240 +n(n+1)= 


la fórmula (5) de las a (2) 


nn) 
ea A 


Problema 2. Dedúzcase 
x o] Demuóstrese previamente que 


ii oE E I a 
i O A ll 
i } -0+2+3+ +1 


ea su mayor 

y la Teoría de los 
o género estár 
EL S. Sominski. 
damental en toda 
s números que 
080, el método 
iferentes ramas 
or su belleza 
etría a las que 


> e i 


eciones según 
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Algebra) en la solución de problemas geométricos relacio- 
nados con el cálculo. Veamos algunos ejemplos. 
Ejemplo 5. Calcúlese el lado ayn de un 2gono regular 
inscrito en una circunferencia de radio R. 
SOLUCIÓN. 1°., Si n = 2, el 2”-gono regular es un cuadrado 
y para su lado tenemos a, = R V 2. Ahora bien, empleando 


la fórmula de duplicación 
A / 
ES Y 2R?—2R |, R——=—, 


o 
encontramos a, = R y 2 — V 2 en el caso de un octágono 


(da A 
/ = 
regular, 4, = R y 2 — Va LY 2en el caso de un 16-gono 


A 
regular y dz = 0) ) Y 2 


| V2 en el caso de 


un 32-gono regular. Por eso, “podemos suponer que para 
n = 2 el lado de un 2”-gono regular inscrito es 


DR Ya M2 EV 23 ...+y2. (6) 
cal 


— y 
n-2 doses 


2°. Supongamos que el lado de un 2”-gono regular inscri- 
to se determina mediante la fórmula (6). Entonces, de 
acuerdo con la fórmula de duplicación, tenemos 
—— A — —/ 


/ 
lynn = ) 2R?—2R y pa — Rri — 


SR Va-V2+V2+...+V2 


n-1 doses 


de donde resulta que la fórmula (6) es válida para todos 
los n. 


OOO EA AAA 
f —_—_—_ en 
/ / ER Y 


De la fórmula (6) se deduco que la longitud C= 2nR de una 
circunferencia de radio R ces igual al limite a expresión 


2RR Em -V2 2 de ias! . + v3 cuando n crece infinitamente y que, por 


n= TT —2 doses N Di 
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A 


l; consiguiente, a 
pi n= lím Vo Y 24 M2 = 


n-2 doses 
——— === 
= lím Vo Y 2+...+V2. 
no i . 
n-1 doses Y 


etat). Empleando la fórmu- 


Y Vi 
Problema 3. (Fórmula de A al límito de la expresión 


la (6), demuéstrese que í eS igu 


EV 
AAA 


0 dradas) del 
cuando el número de factores (de raíces cua l 
denominador crece infinitamente. La regla que permite 
seribir los factores queda determinada por los tres primeros 
s explícitamente. 


SCT] 


Er AS 
n 27-gono regular inscrito en 
su apotema. De la fórmula (6) 


natemático fran” 
el Algebra: 


17 
de donde resulta que 
Sa Sí Sg gn-1 1802 
b E ir 180° 180 
Sir Sa A ESA = Cos Z cos 8 cos Jr 


Puesto que S, = 2R? y lím Son = AR”, resulta que = 


n-» 00 JT 


es igual al 
límite de la expresión 
45° 


` 45 
cos 45° cos cos 
TA 


Resta recurrir a la fórmula 
o A aknu 
2 2 


f Ejemplo 6. Dado un 2”-gono regular de perímetro P, 
indíquese la regla que permite calcular el radio r, de la 
circunferencia inscrita en él y el radio R, de la circunferen- 
cia circunscrita a él. 
D r5 
SOLUCIÓN. 1°. Tenemos r, =5 Yo m A. 
2%. Calculemos, a partir de los radios r, y R, de las 
circunferencias correspondientes a un 2”-gono regular, de 


FIG. 1 


perímetro P, los radios T»+1 Y Ry+1 de las circunferencias 
correspondientes a un 2"*kgono regular del mismo perí- 
metro. Sean (fig. 1) AB el lado de un 2”-gono regular de 
perímetro P, O su centro, C el punto medio del arco AB 
y D el punto medio de la cuerda AB; además, sea EF la 
línea que une los puntos de los lados AC y BC del triángulo 


2—01271 
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ABC y sea G el punto medio d 


1 
pae T aN 
Pe L BOC==; 2 408, 


9r+Lgono regular inscrito 
resulta que EF es el lado de 2 ý ] perímetro de este 


en la circunferencia de radio OE y que € 
2™31-gono es igual a 
gue gp 9 22 =2"AB, 


ién es igual a p. Por lo tanto, Tra mes 
oe e, Además, ade 00 —06 = 06 - OD, 
es decir, Rn — nti = nt ~ Tn, de donde Tnt = 2 ` 
Por último, del triángulo rectángulo OEC encontramos 
G, es decir, R+ = Rp Tatr Y Bnn = Y Rn'Tn+1- 


= OE*=0C-0G, 
y Rp Tn+s- 


O sea, tenemos definitivamente 
5 Sus 


r e A. 
ds É rcuaforencia "de longitud p l 


mética o a la 
rminos de esto 


s interiores 


19 


La suma de los ángulos interiores de un 
La suma de los ángulos interiores 
pues todo cuadrilátero 


SOLUCIÓN. 1°. 
triángulo es igual a 180°. 
de un cuadrilátero es igual a 3607, 
puede ser dividido en dos triángulos (fig. 2). 

2°, Supongamos demostrado que la suma de los ái 
interiores de cualquier k-gono, donde k <n, es igual a 
180° (k—2) y consideremos un n-gono cualquiera A,43---An- 


wulos 


B 


FIG. 2 


Demostremos, en primer lugar, que en todo polígono 
existe una diagonal’) que lo divide en dos polígonos de 
menor número de lados (para un polígono convexo esta 
afirmación es evidente). Sean A, B y C tres vértices sucesi- 
vos del polígono. Desde el vértice B tracemos, hasta cortar 
el contorno del polígono, todas las semirrectas posibles de 
modo que quede cubierto el ángulo interior ABC del polí- 
gono. Pueden presentarse dos casos: 

1) Todas las semirrectas terminan en un mismo lado 
del polígono (fig. 3, a). En este caso la diagonal AC divide 
nuestro -gono en un (n — 1)-gono y en un triángulo. 

2) No todas las semirrectas terminan en un mismo lado 
(fig. 3, b). En este caso una de las semirrectas pasará por un 
vértice M del polígono y la diagonal BM lo dividirá en 
dos polígonos de menor número de lados. 

Volviendo ahora a la demostración de nuestra proposi- 
ción principal, tracemos en el n-gono Aj43... An la 
diagonal AA, que lo divide en el k-gono 4,43... Az 


e o A o o 

1) Nótese que la diagonal de un polígono no con- 

vexo puede atravesarlo y puede estar fuera de él (como la diagonal 
BD de la fig. 2, b). 

2% 
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we AS. An. Según la 
y en el e E T ES ES interiores del k-gono 
7 80° In —k EE) =180° (n — k), respectivamente; por 


eso, la sumade los ángulos del n-gono AjAg +. An será 
igual a 
180° (k — 2) + 180° (n — k) = 180 (n — 2), 


de donde resulta que nuestra proposición es válida para 
Eo a E visto en el ejemplo 7, en todo polígono 
existe una diagonal que lo divide en dos polígonos de menor 


dido en dos polígonos 
or consiguiente, todo 
igulos mediante diago- 


s puede ser dividido 
)1) mediante diago- 


que no se cruzan 
te del modo de 
nes del n-gon0 
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As ... A, en triángulos. Sea A,A, una de las diagonales 
de esta división; divide el n-gono 4,42 - . - An en el k-gono 
AAs -.. Any enel (n — k + 2)-gono AJAJAn+r ++» An- 


Según la hipótesis, el número total de triángulos de la 
división será igual al 
(k — 2) + [(n — k + 2) — 21 =n — 2 


y con ello nuestra proposición queda demostrada para 
todos los n. 

Problema 4. Hállese el número N de diagonales necesa- 
rias para dividir un n-gono en triángulos si estas diagonales 
no se cruzan. 


SUGERENCIA. Como quiera que las N diagonales y los n lados 
del n-gono constituyen los lados de n — 2 triángulos (véase el ejemplo 
8), resulta que 


2N -+ n = 3 (n — 2) y N=n-—23. 


Ejemplo 9. Indíquese la regla que permite determinar 
el número P (n) de modos de dividir un n-gono convexo 
en triángulos mediante diagonales que no se cruzan. 

SOLUCIÓN. 1°. En el caso de un triángulo este número 
es igual, obviamente, a uno: P (3) =41. 

2°. Aceptando que conocemos los números P (k) para 
todos los k <n, determinemos el valor de P (n). Considere- 


FIG. 4 


mos para ello el n-gono convexo Ad, ... An (fig. 4). 
üalquiera que sea el modo de dividirlo en triángulos, el 
lado A,A, será lado de uno de los triángulos y el tercer 
vértice de este triángulo puede coincidir con cada uno de 


pan P , 


y Ap: Si este vértice coincide con A, 
s de dividir el n-gono es igual al número 
en triáng e frg ED Ad Áy 
igua 0 1 -P (n — 1). Si este vértice coincide 
naki Kes Pd al número de modos 

5 »)-1 OT o A ¡ARES A O Sea, es igual 
— 2) P (3). Si este vértice coincide 

de modos es igual a P (n — 3) P (4) ya 
nar cualqui división el (n — 3)-gono 
cada una de las divisiones del cuadrilí- 
E naTgnieiite, obtenemos la rela- 


aae FP(B)P (M2) + 

3 +P(n— 1). (7) 
fórmula, encontramos sucesivamen '¢ 
=% ) 

(3) + PA i 
(3) + P (3) P (4) + P (5) = 14, 
) HP) P (4) + P (3) P (5) - 
OR + P (6) = 42, 
(4) + P (4) P (5) + 
|+ P (7) = 132, etc. 


1 ji oblema 51, b en el 
(A. M. Yaglóm © 


i)-gono convexo 
i e triángulo 
(rì) de partos en 
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que resulta dividido por sus diagonales el n-gono AjAyz . +. An» cal- 
culemos cuántas partes se añaden al agregar el vértice Aņ+, (este nú- 
mero supera en una unidad el número de partes en que resultan divi- 
didas las diagonales que salen del vértice A,,, por todas las diagona 
les restantes). Así encontramos la relación 


An d4) = E (m + (n= 1) +41 (n— 2) + 2(n = 3) = ..- 
ia (n — 3) 2A (n—2)1 


que, mediante las'fórmulas (2) y (5) de la Introducción (pag. 12—13), 
puede ser representada en la forma 


Pa40)=" (+01) 4 20-202 


3 na 4n 
F (n) LE A ———1, 
Sumando los valores F (n), F (n — i), ..., F (4) y empleando las 
fórmulas (2), (3) y (4) de la Introducción, obtenemos 


(n— i) (n— 2) (n2— 3n + 12) 
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F (n)= 


$ 2. 
DEMOSTRACIÓN 
POR INDUCCIÓN 


Algunas proposiciones del parágrafo anterior represen- 
tan, de hecho, ejemplos de aplicación del método de induc- 
ción matemática a la demostración de teoremas geomótricos. 
Así, la proposición del ejemplo 7 puede ser enunciada en la 
forma siguiente: demostrar que la suma de los ángulos de 
un a-gono es igual a 180° (n — 2). En el ejemplo 8 hemos 
demostrado que un n-gono resulta dividido en n — 2 trián- 
gulos por sus diagonales que no se cruzan. En este parágrafo 
continuaremos el estudio de ejemplos de este género. 

Ejemplo 10. Demuéstrese que es posible dividir n cuadra- 
dos dados en trozos que permitan formar un cuadrado nuevo. 

SOLUCIÓN. 1°. Si n = 1, nuestra proposición no requiere 
demostración. Demostremos que es válida para n = 2. 
Sean z e y los lados de los cuadrados dados ABCD y abcd, 


respectivamente; sea z =œ y. Tomemos en los lados del 
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A A 
s 5 a) los segmentos 

cuadrad "p de dimensión z (fig. 5, 

41 e D = ZEY cortándolo después según 

AM =BN = CP = 3 


AE i es fácil ver, se cortan en el 
atiy ENA ángulo recto y lo dividen 


pasid s zos iguales. Agreguemos estos trozos al segundo 


la fig. 5, b. La figura obtenida 
que los ángulos en los puntos 


dos, Anéremos los n + 1 


cuadrados, digamos, 
1°, es posible, cor- 
los trozos obteni- 
C'. Ahora bien, 
SS y , G 
tan formar un 
demostrar. 

trazado por el 
n CMa- que lo 


€_AAEqAHA4A>ááAÁ 


los radios de las circunferencias exinscritas en iia E 
gulos (todas ellas resultan inscritas en el ángulo a 
triángulo correspondiente; véase la fig. 6, a); sean, fine 


mente, r y p los radios de las circunferencias inscrita y exin- 
scrita en el propio triángulo ABC. Demuéstrese que 


Ea pa rl 
AO TS 


SOLUCIÓN. Sea S el área del triángulo ABC y sea p su 


Semiperímetro; como se sabe, S = pr. Por otra parte, si O es 
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clado circunferencia exinscrita en este triángulo 
(fig. 6, b), se tiene 
A S 
| = (b+a—c)p=(P—c) r: 
y, por consiguiente, 

prlde y => 
Además, según las fórmulas de la Trigonometría, tenc- 


mos 
E. AEE TEDNE B_ / PJA 
ar ae a BV Fpen > 
de donde resulta 


A 2 ¡/ PO PAPA 
O a 


osición no requiere demostra- 
n = 2. En este caso la 

en dos triángulos meno- 
a (8) resulta 


CB. 
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donde 7,2 y p12 son, respectivamente, los radios de las cir- 
cunferencias inscrita y exinscrita en el triángulo ACM». 
Pero en virtud de nuestra hipótesis, para los n triángulos 


ACM), M:CM3, .-.-> M,CB se cumple la igualdad 


r 


ria  T3 A e AA 
Piz P3 "2 Pm Pn+1 p 


y, por consiguiente, 
ta 


74 T2 ra Dni 


pi Pa" Parn  Pn+ p 


Problema 6. Supongamos que las rectas CM y CM? 
dividen de dos modos el triángulo ABC en dos triángulos 
ACM, CMB y ACM”, CM'B; sean r,, T2 y rí, r los radios 
respectivos de las circunferencias inscritas en estos trián- 
gulos. Demuéstrese que si r, = 7, también rą = r, y que 
una propiedad análoga se cumple también para los radios 
de las circunferencias exinscritas. 


_ SUGERENCIA. Demuéstrese primero que (conservando las deno- 
taciones del ejemplo 11) 


dades 


a 0) 1) (1 2) 


h h h h h 
y 
E OUR 2 (E 14-35). 


Problema 7. Demuéstrese que (conservand 
ciones del ejemplo 11) ene icansarvando las, degdi- 


Tas y Ta+Pa in Pan TFE 
Rı + Ra AS R 5 


Us Ra en Ra y R son los radios respectivos de 
Í erencias circunscritas a los triángul 
MCM., ..., M,CB y ABC. dpi 


> el teorema del coseno, obtenemos 
FE ete 
E A 
i A AE o oos CAB cos CBA. 


«+ .y Ch n circunferencias que 
aiai A An...» An los otros 
las circunferencias C} y Ca, Ce 


que corta 
ramos, el 
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punto By coincido con Ay, en lugar de la secante trazaromos 
por el punto A, la tangente a la circunferencia Cy). Deomuós 
troso que ol punto Ba}, que se obtiene finalmente en la 
cireunforencia C, coincide con B. 


SUGERENCIA. Domuéstroso primoro ol loma siguiento: sean 04 
y Oy los contros de dos circunforencias C, y C, que se cortan on ol 
punto O y son B,By la socanto que pasa por ol otro punto A, do inter 
sección do estas circunforencias (véase la fig. 7, b); entonces, dosdo ol 
punto O los segmentos BB, y 0/0, so von bajo un mismo ángulo. 
Domuéstrose después ol teorema propuesto para ol caso do tros circun 
forencias. Por último, acoptando su validez para el caso do n 1 cir- 
cunforencias, considóronso n cirounferencias C4, Cas +. Cp, trácoso 
la secanto que pasa por el punto Bn- y por ol ES do intorsocción 
do las circunferencias C,-, y C, y Aplíqueso la hipótosis inductiva a 
las n — 1 circunferencias Cy, Cy, ..., Crop 


Ejemplo 12. Demuéstrese que todo polígono convexo 
distinto de un paralelogramo puede ser colocado en un 


FIG, 8 


triángulo cuyos lados contienen tres lados del polígono 
inicial (fig. 8). 

SOLUCIÓN. Demostremos previamente que todo polígono 
convexo M puede ser colocado en un triángulo o en un parale- 
logramo (que, posiblemente, coincide con M) cuyos lados 
i A gani tres o cuatro, respectivamente, lados del poligo- 
no 


1°. Para n = 3 nuestra afirmación no requiere demostra- 
ción; para n = 4 es también evidente ya que si M es dis- 
tinto de un paralelogramo (o sea, no puede ser colocado en 
un paralelogramo que coincida con M), entonces tiene dos 
lados no contiguos y no paralelos; prolongando estos lados 


os que ti 


enen 


convexo // 
só o un lado del 


fijo 


AB 


polí- 
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contienen lados de M. He aquí la demostración. Puesto 
que M no es un paralelogramo, existe un vértice A del 
paralelogramo P = ABCD que no es vértice de M; sea G 
el vértice de M (más próximo a A) que pertenece al lado AB 
del paralelogramo P y sea GH el lado de M que arranca 
de G y que no pertenece al lado AB del paralelogramo (fig. 10) 
Puesto que el polígono M es convexo, es evidente que per- 
tenece íntegramente a aquel semiplano determinado por la 
recta GH en el que se encuentran los vértices B, C y D 


FIG. 10 


del paralelogramo P. Pero de aquí resulta que M pertenece 
al triángulo 7 formado por los lados BC, CD y GH y con 
esto queda demostrada la proposición necesaria. 

Problema 9. Demostrar que todo polígono convexo M 
distinto de un paralelogramo se puede cubrir con tres polí- 
gonos my, Ma Y Mg Menores que M, semejantes de M y situa- 
dos paralelamente!) a M. 


pe EEOERENCIN Sea M=A¡A243 . . . An un polígono convexo dis- 


es partes M,, My y Mz. Entonces se pueden escoger unos 
kı, ka y kg (¡menores que 1!) tales que los polígonos my, 
ue se obtienen de M por homotecias de centros A, B y C 

, ka X kz, respectivamente) cubren las partes M,, Ma 


. » 


i En otras palabras, homotéticos de M (con la ra- 
a k <1). ho y 


Aj. 


| 
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7 5 alel amo P no se puede 
ps onda cuatro n P ilelogramos menores que P, 


cubrir con y situados paralelamente a P (porque 
loa de ostos paralelogramos, menores ane f, Tae Y 

` z . el pro af 
cubrir sólo un vértice de P), o edn h i (en una 
resulta el te tal vor A ei, lo matemático 
pri : p aier tarde demostrado de nuevo varias veces 


e O temo de polígonos convezos menores que el 
polígono ono dado M, semejantes de M y situados paralelamente 
( e permiten cubrir íntegramente M es igual a 3, st '!I 


no es un paralelogramo, Y es igual a 4, si M es un paralelo- 
| F Levi y otros matemáticos, que se interesaron por este 


teorema, intentaron extenderlo al caso del espacio, o sea, 
demostrar la siguiente proposición que parece bastante 


ia lio pa nimo de «copias disminuidas» de un poliedro 
e por (o bid de A ı Mg, - - - Menores que M, 
semejantes Apn iapa A A a M) que permi- 

] a M, oscila se la Lei Te, entre " 
ejem paré tetraedro) y es igua 
E ar a 0d número es igual a 8 sólo 
¡pedo y es menor que 8 en los demás casos. 
o parece ser muy complejo; empero, 
most: por ahora aunque muchos 

y distintos países lo han intentado”). 
diversos rsog teoremas geométricos 
a nétodo de inducción mate- 
amos aquí a un grupo de 
srés de éstos reside en que, 
áticos demostraron el 


rarias (véase acerca de 
B pre harypi, 


«Figuras conve 
validez del teorema 
cumple también par? 


0x6ep?, 
Pe (v. “A Bol . 
etría combinatoria: 


igual que el problema 9 considerado más arriba, conducen 
a un problema, de enunciado muy sencillo pero no resuelto 
hasta el presente por nadie, que matemáticos de diferentes 
países vienen atacando hace ya más de cien años, el así 
llamado problema de los cuatro colores. Pero previamente 
deberemos estudiar algunas propiedades (geométricas) de 
los mapas geográficos. 


PROBLEMAS 
DE LOS MAPAS 
GEOGRÁFICOS 


Consideremos en el plano una red formada por líneas 
que unen algunos de los puntos A,, Az, .. ., Ap y que 
no tienen otros puntos comunes; aceptaremos, además, que 
esta red «consta de un trozo único», o sea, que, arrancando 
de cualquiera de los puntos A,, Az, ..., Ap, podemos 


FIG. 11 


llegar a cualquier otro desplazándonos solamente según las 


líneas que componen la red (se dice que la red es coneza). 
Toda red de este tipo será llamada mapa; los puntos dados 
son sus vértices; los trozos de curvas que unen dos vértices 
sucesivos son las fronteras del mapa y las porciones en que 
las fronteras dividen el plano (incluida la región infinita 
exterior) son los países del mapa. Por ejemplo, en la fig. 11, 


301271 
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, A, y As Son los vértices 
puntos Ay Az e As ela de, ALA. 


AzAn > 
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teras y las regiones 0,, 0,, 

pap a ai ERtOiOs g son sus países, 
ol re) 13. (Teorema de Euler.) Dado un mapa cual- 
q ideremós el número s de sus países, el número | 

ein ceci y el número p de sus vértices. Entonces 
s+p=1+2. 


| DEMOSTRACIÓN. Apliquemos; la inducción según el núme- 
teras del mapa. 
E aii irp s=1 y p=1 de modo que 
s+p=!+2. 


ngamos eorema es válido para cualqui.r 
AFA odo Se == 7 +: 


mapa eras ] deremos un m 
E ¿E pe Se pueden presentar dos 
AM i 


ado par de vértices del mapa existe un pino 
formado por fronteras os une (debido a que e 
A ac dl camino, por lo menos, 
el mapa no contiene ningún con 
ente, es de la forma represen- 
ne s = 1. Demostremos que 
mo un vértice que pertenece 
l vértice A, de la fig. 12); 
ninal. En efecto, tomemos 
no es terminal, es el 
0. Avancemos según 
értice. Si este vértice 
emo de otra frontera. 
¡segundo vértice, etc. 
ntiene contornos 
értices ya consi- 
vértices del mapi 
cabo, a un vértice 
nica frontera qu 
uevo en el que 


DD — 


1 
Según la 


ue tA 


de donde resulta que 
s+p=l-+2. 


b) Existen dos vértices con dos caminos como mínimo 
que los unen (fig. 11). En este caso el mapa contiene un 


FIG. 12 
0 A dd ai 


contorno cerrado que pasa por estos vértices. Eliminando 
una de las fronteras de este contorno (y conservando sus 
vértices), obtendremos un mapa en el que 


U=l=1=n p =p y s=s-—14. 
Según la hipótesis inductiva, 
s +p =V +2, 
de donde resulta que también 
s+p=1+2. 


Ejemplo 14. Demuéstrese que si en todo vértice del 
mapa convergen tres fronteras como mínimo (o sea, si el 
Mapa no contiene puntos como Ay, Ag, As y Ag ni fronteras 


3+* 


neo fronteras 
i 
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paa 


SUGERENCIA. Supongamos que podemos unir todos estos puntos 
cumpliendo las condiciones del problema; obtendremos un mapa que 


tiene 5 vértices, 2 = 10 fronteras y, por consiguiente, 7 países (por 


el teorema de Euler). Pero tal mapa es imposible como se deduce de 


razonamientos análogos a los que hemos empleado para obtener la 
desigualdad (10). 


El lector puede encontrar otros ejemplos de aplicación 
del teorema de Euler sobre los mapas en el libro E. B. [an- 
xun u B. A. Yenencruú, Maremarmueckne 6ecens, M.— JI., 


Tocrexmauar, 1952 (E. B. Dynkin y V. A. Uspenski, Confe- 
rencias iaa 
= Problema 11. 


PE (Teorema de Euler sobre los a 
Demuéstrese que si p es el número de vértices, l el número 


de aristas y s el número de caras de un poliedro convexo, 
se tiene 


s+p=1+2 


CIA. Coloquemos el poliedro en el interior de una esfera 
suficientemente grande y proyectemos desde su centro (pode- 
ptar que el centro se halla dentro del poliedro) sobre la super- 
férica todos los puntos del poliedro. En la superficie esférica 
remos un mapa. Proyectémoslo desde un punto cualquiera de 
a; nO perteneciente a ninguna frontera, sobre el plano tangente 
cie esférica en el punto diametralmente opuesto (proyección 

a). Apliquemos el teorema de Euler al mapa plano resul- 


a 12. Demuéstrese que en todo poliedro existe 
tres, cuatro o cinco aristas, 


Véase el ejemplo 14. 


cd 
13. Demuéstrese que no existen poliedros de 


trar o os eje 


plano. Diremos que est; 
; emplea un tinte deter- 
esquiera dos países 
to. Como ejemplo 
quier mapa geográ- 
colore do si se emplea 
pero este procedimiento 


ración buena 
“a la coloración 
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plo de un mapa que no puede ser bien coloreado con cuatro 
pinturas) pero sin éxito alguno. Se ha podido demostrar 
solamente que cinco tintas son suficientes para colorear bien 
cualquier mapa (véase el ejemplo 18). Es fácil encontrar 
las condiciones que debe cumplir un mapa para que alcancen 
dos (ejemplo 16) o tres (ejemplo 17) colores. Daremos, además, 
una condición necesaria y suficiente para que un mapa 
pueda ser bien coloreado con cuatro tintas (ejemplo 19); 
por supuesto, se desconoce si esta condición se cumple para 
cualquier mapa así como si existen mapas en los que esta 
condición no se cumple. 

Es curioso que para ciertas superficies, de estructura más 
compleja que la del plano, el problema de la coloración 


FIG. 15 


de mapas admite solución plena. Por ejemplo, se ha demos- 
trado que para la coloración buena de cualquier mapa en 
la superficie del «anillo salvavidas», llamado toro (fig. 15), 
bastan siete colores y Ja existen mapas para los cuales 
no alcanzan seis colores”) 


1) Hace poco relativamente gpa ademas 
(véase G. Ringel, Firbungsprobleme a āchen und Gra 
. Deutscher Verlag der Wissenschaften, 1959) ha obtenido 


â 
» 


ismo de la coloración 
'; mapas no contienen 


p as nada más (como 


értices huelgan. 
s en cuyos 

) Y que, por 
aplo 14 cuyo 
timo, Con- 

ón infinita, 


p «se pierden 


lO mini- 
quier mapa 
des que la atra- 


41 


en el infinito»; se puede demostrar que la renuncia a esta 
última condición no afecta los resultados posteriores. 


 Diremos que un mapa es normal si en cada uno de sus 
vértices convergen tres fronteras exactamente. Sea S un 
mapa cualquiera (fig. 17, a). Formando círculos pequeños 
alrededor de los vértices en los que convergen más de tres 
fronteras y agregando cada círculo a uno de los países que 
rodean el vértice correspondiente, obtendremos un mapa 
normal S” del mismo número de países (fig. 14, b); además, 
toda coloración buena del mapa S’ permite obtener fácil- 

= mente una coloración buena del mapa S empleando la 
misma cantidad de pinturas y viceversa. Por eso, con fre- 
cuencia limitaremos al estudio del problema de la coloración 
buena al caso de mapas normales. 

* Veamos ahora qué estructura tienen los mapas normales 
elementales!). Sean p el número de vértices, 1 el número 
de fronteras y s el número de países de un mapa normal; 

i entonces, 2l = 3p (véase la pág. 35), de donde resulta que 


i p=3l Además, debido al teorema de Euler, se tiene 
e s+p=l+ 2, de modo que 
cenae l 


pá s=(l—p)+2=5+2 


or consiguiente, s > 2. Pero si s = 2, tenemos l = 0 
əs evidente que tal mapa no existe. Si s = 3, tenemos 
l= 3 y p = 2; este mapa normal elemental puede verse 

n la fig. 18, a. Si s = 4, tenemos l = 6 y p = 4. Demostre- 

3 que en este caso el mapa es de la forma representada en 
19, b o c. En efecto, sea ka el número de biángulos 
pa, sea ką el número de sus triángulos y sea ką el 

' de cuadriláteros (puesto que p = 4, no puede haber 
. an más de cuatro vértices). Entonces 


ks + kat k =s=4 
Aquí y en lo que sigue ni 


de la última igualdaq 
la suma ks + hy + k, 
: andos, la forma 
0 +0. Conside- 


son iguales a 2 


p=? 


= 2, kz = 0 
12; a este caso 
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numeración de los vértices del mapa en la que los vértices 
«vecinos» (o sea, los vértices unidos por una frontera) obtienen 
números distintos; véase a este respecto, por ejemplo, el 
libro de E. B. Dynkin y V. A. Uspenski indicado en la 
pág. 37 en el que el lector podrá encontrar también otras 


JiG. 19 


FIG. 20 


demostraciones de muchos teoremas que se dan a continua- 
cion. 

-= Ejemplo 15. En el plano se tienen n circunferencias. 
Demuéstrese que dos colores bastan para colorear el mapa 
que forman cualquiera que sea la posición de las mismas. 

SOLUCIÓN. 1°, Si n = 1, la proposición se hace evidente. 

2°. Supongamos que nuestra proposición es válida para 
cualquier mapa formado por n circunferencias y consideremos 
el caso de n + 1 circunferencias. Eliminando una de ellas, 
obtendremos una mapa que, en virtud de la hipótesis hecha, 
admite la coloración buena con dos tintas, blanca y negra, 
por ejemplo (fig. 21, a). Restituyendo dicha circunferencia 
y cambiando los colores (el negro por el blanco y viceversa) 
a un lado de la misma (por ejemplo, en su interior), obten- 
dremos, como se comprueba fácilmente, un mapa bien colo- 
reado con dos pinturas (fig. 21, b). 

- Problema 14. En el plano se tienen z circunferencias 
con una cuerda en cada una. Demuéstrese que bastan tres 
pinturas para colorear bien el mapa que forman (fig. 22). 
- SUGERENCIA. Consideremos un mapa formado por n circunferen- 
cias con sus cuerdas bien coloreado con tres pinturas q, fi y y. 


ja (n + 1)-ésima, consideremos los y... 

e ¡emos sus colores segú ~ Paise 
lo de la cuerda correspondie 

-B al otro lado de la cuerda, 


los dos colores.) Para que 


led ua 


oración buena de un 


è esta condición es evidente ya 
n para colorear bien ni siquiera 


ice en el que convers” 


uemos la inducción 
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42, Si el mapa tiene dos fronteras, la proposición se 
hace evidente (fig. 24). r 

2°. Supongamos que el teorema es válido para todo mapa 
tal que en cada uno de sus vértices converge un número 
par de fronteras sin que el número total de las fronteras 
pase de n. Consideremos un mapa S que verifica esta misma 
condición pero tiene n + 1 fronteras. Arrancando de un 
vértice cualquiera A del mapa S, avancemos en dirección 
arbitraria según las fronteras. Puesto que el número de 


FIG. 23 FIG. 24 


vértices es finito, volveremos, al fin y al cabo, a uno de los 
vértices ya considerados (el mapa no contiene vértices 
terminales por cuanto no existen fronteras que no separan 
países) de modo que habrá un contorno cerrado que no se 
cruza formado por fronteras del mapa. Eliminándolo, 
obtendremos un mapa S’ de menor número de fronteras que 
también tendrá un número par de fronteras en cada uno 
de sus vértices (ya que en todo vértice del mapa S hemos 
eliminado un número par —igual a 0 o a 2— de fronteras). 
En virtud de la hipótesis inductiva, dos pinturas alcanzan 
para la coloración buena del mapa S”. 

Restituyendo el contorno eliminado y cambiando todos 
los colores a un lado del mismo (por ejemplo, en su interior), 
obtendremos una coloración buena del mapa S. 

Ejemplo 17. (Teorema de los tres colores). Para que tres 
colores alcancen la coloración buena de un mapa normal 
es necesario y suficiente que cada uno de sus países tenga un 
número par de fronteras. 

DEMOSTRACIÓN. La necesidad de esta condición es evidente 
ya que, habiendo un país o de un número impar de fronteras, 


países (véase la fig. 18, a) 
Es obvio que también 
de un mapa normal de 
la fig. 18, b (bastará 
la región exterior), 


e la fig. 18, c no 
o de fronteras 
ara colorear 
5, cada uno con 


para cualquier 
ida uno con un 
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minar los vértices que huelgan) mientras que en los demás 
vértices subsistirá el número de fronteras convergentes 
a ellos. Cada uno de los países del mapa S’ también tendrá 
= un número par de fronteras ya que este número disiminuirá 
en 2 para los países 0, y 0, y subsistirá para todos los países 
restantes. Pero el mapa S’ comprende n países de modo que, 
en virtud de la hipótesis inductiva, tres pinturas a, B y y 
bastarán para colorearlo bien. Supongamos que los países 
oi = 01 + 0 y 0, = O, llevan los colores œ y ß, respecti- 
vamente. Restituyendo el país ø y dándole el color y, ob- 

tendremos una coloración buena del mapa $. 
= B. ø tiene cuatro fronteras. Puede ocurrir que entre los 
países opuestamente adyacentes a ø hay dos fronterizos 

* i 


Ph As r=- 
i 4 5 
M N 
De A B 
s 
f 5 5 5 
A “i o | 
ka Tn 
w Sy RE Y 
NES 
TA a) 6) 
0 o a tl $ 


FIG. 27 
E 


0, incluso, coincidentes (fig. 27, a ó 18, b); pero en este 
caso los otros dos países adyacentes a o no pueden tener 
frontera común ni coincidir. Sean Gg y 0, estos países 
- (fig. 27, b). Agreguemos los países 0, y 0, al país o, elimi- 
nando las fronteras AB y CD. Es obvio que el mapa obte- 
nido S’ también será normal. Además cada uno de sus 
es tendrá un número par de fronteras. En efecto, si 
01, O2, 03 y 04 tenían, respectivamente, 2k,, 2%, 
y 2k, fronteras, el país 0 =0 +0, + 0, tendrá 
} 2%, — 4 fronteras, el país o; = o, tendrá 2%, —2 
fronteras y el país 0, = 03 tendrá 2k — 2 fronteras mien- 
“tras que todos los países restantes conservarán su número 
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la hipótesis inductiva, tres pinturas a, P y y 
bastarán para colorearlo bien. Demostremos que los países 
g; y 0; tendrán el mismo color (esto es evidente si 0, y 0, 
coinciden). En efecto, supongamos que el país o” tiene el 
color æ y que el país o; tiene el color f; como quiera que o 
toca a lo largo de MN un número impar 2k, — 3 de países 
cuyos colores deben, obviamente, alternarse de este modo: 
Y ô, Y, P, --., y, resulta que el país % debe llevar el 
color P. Restituyendo el país o y dándole el color y, obten- 
dremos una coloración buena del mapa S. 
¿Ejemplo 18. (Teorema de los cinco, colores.) so pares 
alcanzan orear bien cualquier map ; 
ci E 1°. Para un mapa de cinco países todo 
ición es evidente. 
giar pat que el teorema es válido para todo mapa 
a de n — 1 o n países. Consideremos un mapa nor- 
mal § de n +1 países. Según hemos demostrado en el 


pte el mapa $ contiene al menos un país o de cinco 


el mapa S’ tiene n — 1 países de modo que, en 
e 
Pp 


is 


todo lo más. Consideremos todos los casos que 
4 mi tiene dos fronteras (véase la fig. 26). Sean 0, y o, 
os países fronterizos con o. Agregando a o el país o}, obten- 
mos un a normal $’ de n países. En virtud de la 
pis inductiv: , cinco pinturas alcanzan para colorearlo 
0, =0 +0, Y 0, = O; tendrán entonces 
oc . Restituyendo el país o, podemos 
5 CO. lores restantes. 
teras (fig. 28, a). Agreguemos 0, 4 0- 
| mapa obtenido 5’ con cinco pinturas, 
ar i le 1 no se 
lar a a uno de los dos colores que 
e loración de los países o; =0 +0 
(ig. 8, b). Habrá dos países 
PA el ejemplo 17)- 
da, obtendremos U! 
dd Ja hi i a 
a aíse 
, E E entoness 
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coinciden o tienen el mismo color). 
podremos darle el quinto color. 
d) O tiene cinco fronteras (fig. 28, c). Igual que en el 
ejemplo 17, habrá dos países adyacentes a o que no son 
fronterizos ni coinciden; sean 0, y Oz estos países. Agre- 
gándolos a ø, obtendremos un mapa normal $’ de n — 4 
países. En virtud de la hipótesis inductiva, 


Restituyendo el país o, 


cinco pinturas 


AA 
hy 1% 
j 5 9 
AS 
5 
c) 


i € ación buena del mapa $”. Los países 
90, Fo +0 0,=0,, 0,=04 Y o; = o; tendrán 
entonces cuatro de estos cinco colores. Restituyendo el 
país o, podremos darle el quinto color. 

Problema 15. En un planeta esférico hay varios estados; 
Una parte de ellos ocupan una región (conexa) del planeta, 

entras que los demás constan de dos partes que no tienen 
lrontera común. Demuéstrese que el mapa del planeta 


bastarán para la color 


por una pintura 


y qu c 1 común pintados 
20 mis mo color; sin embargo, 11 pinturas pueden no alcan- 


SUGERENCIA. Mostremos, ante todo, que 12 pinturas alcanzan, en 
para colorear cualquier mapa de la estructura descrita cum- 

as las condiciones del problema. Por supuesto, esta afirma- 

da para cualquier mapa que no comprenda más de 42 esta- 
caso, cada estado puede ser pintado de un color); supon- 
ora que la afirmación ha sido demostrada ya para todos los 
no contienen más de n estados (donde n > 15) y demostre- 
tal caso también será válida para cualquier mapa que com- 

1 estados. De la misma forma que antes, podemos limitar- 


e 


pm 
ERDA 


0 a 
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EE 


Sea S un mapa normal bien coloreado con las cuatro pinturas æ, 
f, y y ô. Empleemos la cifra 1 para las fronteras entre países de color 
ay do de color y y 6, la cifra 2 para las fronteras entre países de color 
a y y o de colo $ y ô y la cifra 3 para las fronteras entre países de co- 
lor a, y ô o de color f y y. Esta numeración de las fronteras será buena: 
en efecto, si en un vértice A convergen dos fronteras de una misma 
cifra (digamos, de cifra 1 como en la fig. 30), los países 0, y Og, sepa- 
rados de o, por fronteras de un mismo número, deñen tener también 


2 
9 x 
~ ~ 
NS N 
AN 
Ye YN 
3 A DN 
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ado admisiblemente con cu 
buen A ira | mal § de n -}- 1 paísos cuya 


apa 
ás. Consideremos los 
ue pueden presentarse, 

En la fig. 33, a representamos la única 
(salvo el orden de las cifras) numeración posible de las fronteras en 
una vecindad de o. A 


greguemos o, al país o asignando el número 1 a 
la nueva frontera MN que separa los países o; = 


+ 0 y 03 = 02 
tig. 33, b) y conservando los números de las demás fronteras. Obten- 
remos un mapa normal $” cuyas fronteras estarán bien numeradas 


res cifras. Puesto 


3 por n países» 
coloración buena de cuatro pinturas del mismo; además. 
02 será $. Restituyendo el 


a coloración admisible del 


Suponiendo 
bre una película elástica, contraigamos 


que las fronteras AB, BC y AC desa- 
n UN punto: A = B = 


June provienen de MA, NB y PC) como la 


mismo; además, si el color 
á ô y el color del país 0% será y. 


Mae.. 
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— tatolora- ] los países 0, = 0, y 0, = 0, será 6. Restituyendo el país o, le dare- 
j mos el color f. h 

En el segundo caso (fig. 36, a) podemos razonar de un modo aná- 
| logo si es que los países sin frontera común son 0; y 0,; pero, conser- 
países l vando el número 3 de la nueva frontera NP, deberemos asignar a la 
e 47) nueva frontera MỌ el número 2 (fig. 36, b); el color del país oj = o, 


ones 
ve ad de 


$ FIG, 36 


a A 


Y restituyendo el país o, también en este caso le daremos el 


pongamos, por último, que los países sin frontera común son 
Contraigamos el cuadrilátero ABCD en un segmento de modo 
nto A coincida con el punto B, el punto C coincida con el 
y el segmento BC se confunda con AD. Conservando la nume- 
e las fronteras MA, NB, PC y QD, asignemos a la nueva fron- 
AD el número 1 (fig. 36, c). Obtendremos un mapa normal 
bien numeradas. Puesto que el mapa S' comprende n 

e una coloración buena de cuatro pinturas del mismo; 
color del país o; es o. los colores de los países 0%, 0% y 
y n Y, respectivamente. Restituyendo el país o, le dare- 


inco fronteras. En este caso existe un modo único (salvo 
¿aso n 2 y 3) de numerar las fronteras en una vecindad 
fi s j y .. 

eremos primero el caso en que el país os no coincide ni 


omún con ninguno de los países o, y Oa. . ado 0 


s nuevas fronteras Mp, 
las fronteras BC y Cy) 
nal S dig, 37, b) de 
0) com pren ên Ís 8 
del mismo; a más. 

0% Y 07 sor 
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nuevas fronteras NP, ME y EQ los números 3, 2 y 3, respectivamente. 
Obtendremos un mapa normal S’ (fig. 37, c) de fronteras bien nume- 
radas. Puesto que el mapa S’ comprende n — 1 países, existe una 
coloración buena de cuatro pinturas del mismo; además, si el color 
del país o' = 0 + 01 + Og es a, el color de los países 05 = Oz Y 04 = 
= ø, será ô mientras que el color del país o; = o; será y. Restituyendo 
el país g, le daremos el color P. 

Puesto que se desconoce si existe una coloración buena de cuatro 


—- e e 


pinturas de cualquier mapa normal, también se desconoce si existe 
una numeración buena de tres cifras para las fronteras de cualquier 
mapa normal. Sólo puede demostrarse la siguiente proposición. 

, EJEMPLO 20, Cuatro cifras alcanzan para numerar bien las fron- 
teras de cualquier mapa normal. 

DEMOSTRACIÓN. Demostraremos esta proposición para el caso de 
cualquier mapa (no necesariamente conexo; Vko la pág. 33) en cuyos 
vértices convergen tres fronteras a lo sumo. Aplicaremos para ello la 
inducción según el número n de vértices del mapa. 

Si n= 2, la proposición se hace evidente. 

2. Supongamos que la proposición es válida para cualquier mapa 


O e e 


de n vértices en cada uno de los cuales convergen tres fronteras a lo 


o. Consideremos un mapa S de n + 1 vértices que cumple la mis- 
ondición. Eliminando uno de ellos, digamos S Jas fronteras 
i esponden, obtendremos un mapa S’ de n vértices en cada 
cuales convergen tres fronteras a lo sumo. En virtud de la 
ctiva, cuatro cifras 1, 2, 3 y 4 alcanzan para la numera- 
las fronteras del mapa S’. Restituyamos el vértice Ap 
s. Se pueden presentar tres casos. 
vértice Ag está unido (mediante una, dos o tres fronteras) a 
, hada más del mapa S” (fig. 38, a, b y c). En este caso es 
«numeración de las fronteras del mapa S’ a una nume- 
o las fronteras del mapa S. pu 
Ao está unido a dos vértices A; y Az del mapa S“ 
ae poode haber dos fronteras que lo unen 


vértices (fig. 39, a y b). Es fácil ver que en cualquiera 
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A mmm 


ción de las fronteras del mapa 
oras del mapa S. l § 3. 
Ay Az y Az del mapa 
dará si por cada uno de CONSTRUCCIÓN 


fronteras exactamente. t 


| POR INDUCCIÓN 


A _  _ — __——————————— 


El método de inducción matemática puede aplicarse 

a la solución de problemas de construcción sólo si en las 
condiciones del problema figura un número entero positivo n 
(como, por ejemplo, en los problemas de construcción de 

( n-gonos).' Veremos a continuación varios ejemplos de este 
género. Con la particularidad de que, a lo largo de este 
| parágrafo, consideraremos también polígonos entrecruzados 
(fig. 41); en otras palabras, por polígono se entiende en la 
mayoría de los problemas cualquier quebrada cerrada 


S fronteras ApAÁ 


t Ay Ao: y | AAE An: 
; será imposible escoger ` Ejemplo 21. En el plano se toman 2n +4 puntos. 
est os coinciden, l Constrúyase un (2n + 1)-gono tal que estos puntos sean 


SA A. Conside- | los puntos medios de sus lados. 
T RA máxima que ; SOLUCIÓN. 1°. Sin = 1, el problema consiste en construir 
A un triángulo a partir de los puntos medios de sus lados y se 


resuelve fácilmente (basta trazar por cada uno de los tres 
puntos dados la paralela a la recta que une los otros dos 
puntos). 
2°. Aceptando que sabemos construir un (27 — 1)-gono 
a partir de los puntos medios de sus lados, consideremos 
2n +1 puntos Aj, Ás ..., Amı que son los puntos 
medios de los lados del (2n + 1)-gono buscado x,T, ... 
O b Ton+i 
Tomemos el cuadrilátero 2,%yn-¡TanTan+1 (fig. 42). Los 


a 


zo Ay As <. An- A son los puntos 
ados del (2n — 1)-gono 2,T2 ..- Tan-1 QUe 
uir en virtud de la hipótesis hecha. Por eso, 


“Polígonms Den lagos, 


2 
E 
E 
3 
4 
El 
g 
p 
a 
E 
7 


S Tilon+r Y Ton-ıTən (A partir 
dos de modo que los 
1 conocidos) sean sus puntos 


que no se entrecruza está 
ores y cuáles son los puntos 

. En el caso general 

ejemplo, no pode- 

41 está dentro o fuera 

emos la definición siguiente, 
— ETA 
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Ejemplo 22. En el plano se toman z puntos. Constrúyase 
un n-gono tal que sus lados sean bases de los triángulos 
isósceles cuyos vértices son los n puntos considerados y 
cuyos ángulos en dichos vértices Son %;, Lg, . . -, An”). 

SOLUCIÓN. Aceptaremos que algunos de los ángulos 
Ay Œo, » + -+ Œn pueden incluso pasar de 180°, pero tomando 
el acuerdo de que el triángulo isósceles correspondiente 
estará dirigido hacia el lado exterior respecto al polígono 


FIG. 43 


si a < 180° y hacia el lado interior si ~ > 180° (en este 
último caso el ángulo en el vértice será igual a 360° — a). 

4°. Sea n = 3. Supongamos que el problema ha sido 
resuelto de modo que zı, £a y £z son los vértices del trián- 
gulo pedido, o sea, sus lados son bases de los triángulos 
isósceles cuyos vértices están en los puntos considerados 
A, Az y Az y cuyos ángulos en dichos vértices son %,, La Y Ag 
(fig. 43, a). Por efecto de la rotación del plano de ángulo œ, 
alrededor del punto A, (aceptamos que todas las rotaciones 
se realizan en contra del movimiento de las agujas de un 
pola vértice x, se transforma en Tą; por efecto de la 


¡IA de de 3 15 + 
wrp © 2) El ejemplo anterior resulta un caso particular 
.del ejemplo 22 si se toma a, = %g =...= ap = 180%. 
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re as rotaciones realizadas sucesivamente 
4 transforma iaae rotación de ángulo %, + &, alrededor 
auraa to A que puede ser construido (a partir de los 

| de a y A, y de los ángulos a, Y 22) del modo siguiente: 
punt a de 2 to Ay A, construimos en los puntos A, y A, 

ee; Pe os Si y fa; el punto A en el que se cortan los otros 
eaae E e ger ento el centro de 
dá gulo a, F %. (véase, por ejemplo, 

resultante o Í. M. Heaom, Deomer- 
t I, M., Tocrexm3mar, 1955 

métricas, volumen 1)} 
el vértice z; se trans- 


o A or consiguiente, el punto A es el 
'riéngulo isósceles de base 2,73 y de ángulo 
Na 29) en el vértice. E y 
De ER A y As no coinciden (lo que sólo puede 

P gi a, +05 360° -k), podemos construir a par- 


ado x,23 Con este fin habrá que construir 
a los puntos A y As a ambos lados del segmento AA), 
y ángulos respectivos de oeta y de E sus lados 
K ará precisam mente en los vértices 1, y 7 del triángulo 
ofre ficultad construir después el vértice z,. 
: = 3607 -le (o sea, si los puntos A y 4, 
lema no admite solución única. 
os q bemos construir un n-gono a par- 
le los triángulos isósceles que descansan 
a determinados ángulos > i 
un (n + 1)-gono a partir de los 
y ME fsláingulos isósceles 
tienen ángulos respectivos 


no pedido (fig. 43, b). 
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Con ello nuestro problema quedará reducido al problema 
sobre la construcción del r-gono TT ... 2, a partir de 
los vértices Á}, Az, - - «+ An-1, 4 de los triángulos isósceles 
que descansan en sus lados y a partir de los ángulos %;, Az, ... 
-ec n-p 360% — (an + an+) en dichos vértices. En vir- 
tud de la hipótesis inductiva, el n-gono zıt . . . Zn puede 
ser construido; realizado esto, será fácil construir después 
el (n + 1)-gono Tita ... TrTn+1: 

Sia Hæ +... + 4%. = 360° «k, el problema no ad- 
mite solución única o no la tiene (¿por qué?). 

Problema 16. En el plano se toman n puntos. Constrúya- 
se el n-gono tal que estos puntos sean vértices de los trián- 
gulos que descansan en sus lados y que tienen determinados 
ángulos en dichos vértices y determinada relación entre 
sus laterales. 


SUGERENCIA. El problema puede ser resuelto aplicando razona- 
mientos análogos a los empleados en el anterior (que es un caso parti- 
cular suyo) sólo en lugar de la rotación de ángulo œ, alrededor del 
punto Ay habrá que considerar ahora la transformación de semejanza 
que es resultado de la rotación de ángulo œ, alrededor del punto A, 
y de la homotecia de mismo centro A, y de razón igual a la que existe 
entre los lados del triángulo correspondiente (procediendo del mismo 
modo en los demás puntos dados). La realización sucesiva de dos trans- 
formaciones de este tipo equivale a una tercera transformación del 
mismo género (véase, por ejemplo, $ 2, capítulo I, parte segunda del 
libro de 1. M. Yaglóm mencionado más arriba). Por consiguiente, 
podremos encontrar, a partir de los vértices A, y As de los triángulos 
2,1, A, y t9234 2, el vértice A del triángulo x,¿A que descansa en el 
segmento zza y que tiene un ángulo determinado en su vértice y una 
razón determinada entre sus laterales (empleamos las denotaciones 
del ejemplo anterior). 

El lado ziz del triángulo zzz se puede construir a partir de los 
puntos A y Ag del modo siguiente. La realización sucesiva de dos de- 
terminadas transformaciones de semejanza de centros A y Aş trans- 
forma z, en sí mismo (primero z, se transforma en zg y después xy se 
transforma en zı) y equivale a una sola transformación de semejanza 
de centro en un punto B que puede ser construido. Puesto que el punto 
B se transforma en sí mismo, coincide con el punto buscado z;. 

Si la suma de los fingulos en los vértices es múltiple de 360° y el 
producto de las razones de los lados es igual a uno, el problema no 
admite solución única o no la tiene. 


Ejemplo 23. En el plano se toman una circunferencia 
y n puntos. Constrúyase el n-gono inscrito en la circunferen- 
cia cuyos lados pasan por estos puntos. 

SOLUCIÓN. El problema es difícil; para resolverlo hay que 
aplicar el método de inducción matemática procediendo de 
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O 
n modo inesperado. Resulta que no podemos 
ia iento al número n de los lados del 
polígon mo. En 1 de ello nos vemos obligados a considerar 
u problema so general sobre la construcción del n-gono 
iaag k lados sucesivos del mismo pasan por k puntos 
dados mientras que los otros n — k lados son paralelos 
a rectas dadas (este problema coincide con el nuestro si 
k = n) realizando la inducción según el número k. Í 
CAR. Si k= 1 se trata del problema siguiente: construir 
el n-gono inscrito en la circunferencia de modo que su lado 


do P y los demás n — | 
1 paralelos a las rectas 


a construyendo 
en la circun- 


Ri consiguiente, 


ciones opues- 
, Será trapecio 
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isósceles de bases A}An y BıBn (fig. 44, a), de donde resulta 
que el lado 4,4, del polígono pedido es paralelo al lado 
B,B,, del n-gono B,B3 .. . Bn; es decir, en este caso debe- 
mos trazar por el punto P la paralela a B,B,; realizado 
esto, será fácil determinar los restantes vértices del n-gono 
A^... An (realícese el análisis). 

Si n es impar, los arcos A,B; y AB, tienen la misma 
dirección de modo que el cuadrilátero A,B,4,B, será un 
trapecio isósceles de bases A,B, y B,A, (fig. 44, b); puesto 
que sus diagonales 4,4, y B,B, son iguales, en este caso 
deberemos trazar por el punto P una recta de modo que la 
circunferencia corte en ella la cuerda A,4, igual a la cuerda 
dada B,B,, o sea, trazar la tangente a la circunferencia 
que tiene el mismo centro que la inicial y que es tangente 
a B,B, (¡análisis!). 

2°. Supongamos que sabemos construir el n-gono inscrito 
en la circunferencia de modo que k lados sucesivos del 
mismo pasen por k puntos determinados mientras que los 
demás z — k lados sean paralelos a determinadas rectas. 
Se pide construir un r-gono inscrito en la circunferencia 
de modo que k-+ 41 lados sucesivos AÁ, Ay Az, -- 
«.<) Ár+1Ár+a del mismo pasen por k + 1 puntos deter- 
minados P,, Pz, . . ., Pay, mientras que los demas n — k — 
— 1 lados sean paralelos a determinadas rectas. 

Supongamos que hemos resuelto este problema cons- 
truyendo el n-gono pedido (fig. 45). Consideremos sus 
lados A,A, y 4,43. Sea 4,4; la paralela a P,P, que pasa 
por el vértice A,, sea A; su punto de intersección con la 
circunferencia y sea P; el punto de intersección de las 
id ts y PiPPa A SS P,AyPy y P¡P¿Ay son 

mejantes ya que Z AgP,P, = ZAA A= ZAA P 
ZLAsPy+P, = ZPPA, Por ON a 
PiPz _ APs AzPa-A9Po 
b Pipo > de donde resulta PA 


El producto A¿P¿-A¿P, está determinado ya que depende 
sólo de la circunferencia y del punto Pa atole de 
cómo se escojan los puntos A, y Ay); por eso, podemos en- 
contrar la magnitud del segmento P,P, y construir el punto 
e Es decir, conocemos ahora que los k lados sucesivos 
HUSDA e e Aria del WETON A ASADA 
deben pasar por los k puntos determinados PIPE. PAPER 
5—01271 
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soLucIóN. 1”. Sea n = 2. Tomemos en el plano un punto 5 
que no pertenece a las rectas 1 y l uniéndolo después con 
los puntos A y B (fig. 47, a). Sean C y D los puntos en que 
las rectas AS y BS cortan la recta 1,; sea T, el punto de 
intersección de las rectas AD y BC y sea P, el punto de 


FIG. 47 


intersección de las rectas ST, y l. Demostremos que P, 
es el punto pedido, o sea, que AP, = 2 AB. 


O de intersección de las rectas ST, y L- 


PP. ATaPaB o ATLQL, AABT: œ ADCT», 
ASAP, o ASCQ, y ASAB œ ASCD, 


a 
e 


las rec 
të 
n (fig. 47. y 
k K 
Ona Y Pas los Puntos 


mente, cortan la recta 


pedido, o Sea, que 
i A de los triángulos 
los triángulos C7,, p 
(14) 


Iriángulos SAP., 
SCD, resulta ; 


(12) 
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Observación. Para construir los puntos Pf, 4, Php, + + - también 
se puede proceder del modo siguiente. Valiéndonos del punto Py, po- 
demos trazar por el punto § una recta l, paralela a la recta 1 (véase la 
fig. 48, a, donde 7 es un punto arbitrario de BS). Sea K, el punto de 
intersección de la recta P,,,C y de la recta l, y sea P;,,, el punto de 


P, (7 


FIG. 48 b) 


Pros 


Pro! 


a Oe 


intersección de las rectas K1Qha, y 1 (fig, 48, b). Entonces, es fácil 
compr: obar que PrnPiia = ADA E AB. Los restantes pun- 
tos Phys Paga- + Se construyen de un modo análogo. 

Ay 


le a 18. Cons trúyase el segmento de longitud 2 
o solamente la regla y el compás abierto de forma 
ancia entre sus puntas sea a. Nino bni 


| acia de radio a los pun- 


h gono ar. Supor 
dio OA, tal que OB, ei 


todo m y para) 


E SA 


la determinación 
ea el método de 


ono Convexo 
ementos B,C, 

de los puntos 
a suma de las 


Sapoas + Samoro 
A o 


AMoP ); 


atra dentro 
demás 
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paralela a ellas). Cons 
4 S= B,C; en los lados 


Sa lo n= S ANRS +8 AMOoRS 


-Sames- 


métrico buscado 

| para los cuales 
e lugar geométrico 
por el punto Mo 


28 a, > 
dos en sus lados 
mo (fig. 49, b). 


eción por ol 
5 tiene dos 


13 


o 02 ORNE 


i de la hipótesis inductiva, el lugar geometrico 
repro el segmento de una recta que pasa por 
e E aniei realizados es fácil deducir cómo 
puede ser construído este Jugar geométrico. 

Problema 19. Se toman un punto M, y n rectas A 
.- -, L, en cada una de las cuales se tiene un segmento: 
BiCi, BsCa, - - «+» BnCn, respectivamente. Hállese el lugar 
geométrico de los puntos M para los cuales la suma alge- 
braica de las áreas de los triángulos MB,C;. MBL AA 
MB,C, (el área del triángulo MB;C;, i = 1, 2, ..., My 


...y 


se toma con el signo «+» si los puntos M y M, están a un 
mismo lado de la recta l; y con el signo «—» en el caso con- 
trario) es igual a la suma del mismo tipo formada para el 
punto Mo. 


SUGERENCIA. Ell 
aitac es análoga a la realizada en el ejemplo 25. 


geométrico buscado es una recta; la de- 


ori 
en 


p+Saane=Sancr+Saanr=SaBco+S, Di je Y k 
ai i je ve k E mu 


PEA 
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| virtud del result 
e los puntos E, Piy y 
B. 


Tomemos en el segmento 4,4, el punto O que lo divide en 
razón 42: 4, de modo que 0A, = As y| OA, = | 


onales de un = a ^r Sea M un punto cualquiera del plano 


M 


A 
f i 


[j 
I 
[j 
1 
1 
[j 
j 
j 
| 
I 
[] 
I 
1 
i 


FIG. 52 
sea H el pie de la perpendicular a 4,4, bajada desde M 
(fig. 52). Tenemos entonces 
— T O MAF=M0*+4,0?+24,0-HO y 
E ths MA*=MO?+ A,0?F 24,0- HO. 


iplicando la primera de estas igualdades por A30 y la 
a por A,0 y sumándolas miembro por miembro, 
mos 


Es, s 
a mis- J LET =M (420 + 410) + A10?. A20 + A30?.A10= 
=M A,Az + 410- A30- A,A. 
y n = . ' , i i A y] de 
ese ciendo aquí en lugar de 4,0 y 4,0 sus expresiones, 


z ar AJA; = consi, 


a En a to 4:4? >) 


la circunferencia cuyo 
04-47 


ara rr 
lugar geométrico consta 


x À R2 
i 10, si se tienen que - 
8 i 


ico no contiene 


ps negativos se reduce 
Ta E O, dy Á< 0 y 
, el punto O debe 
ala A del 
A¡0 = 
Ers 
Jos ores conservan 
), tenemos a, = 0 
i nti +»: hallar "el lugar 
Y y Di ` ante la dife- 
a dos puntos Sr 
ra la recta A,A : 

“y RT 
p MAS > 

to f determin’ 
a el lugs 
ondicular 
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2”. Supongamos ya demostrado que en el caso de n 
puntos el lugar geométrico correspondiente es una circun- 
ferencia si a Ha + ... +4, Æ0 y una recta si a, + 
+4 +... +4, =0. Consideremos ahora n + 1 puntos 
As As j--) Anti y +1 números ar Az, -i antr 
Supongamos que an A an+ Æ O (si a, + ān+ı = 0, pode- 
mos sustituir este par de números por los números an-ı 
Y än+ı O por los números an-ı y 4,; si se tiene simultánea- 
mente a, + an+ = 0, Ona + an+ = -0 Y Qn-1 T An = 0, 
será an-ı = An = n+} = 0 y podremos emplear directa- 
mente la hipótesis inductiva ya que en este caso se trataría 
de n — 2 puntos A,, Az, - - -; An- y de n — 2 números 
Ay, Ag, - +.) An- 

Podemos demostrar, razonando igual que en 1%, que 
en el segmento A,A,+, existe un punto O tal que 


An: MAR fan: :MA?,, = 


= (An Fan) T E AASS 
cualquiera que sea el punto M del plano. 
Esto aio reducir nuestro problema a la determina- 
ción del lugar geométrico de los puntos M para los cuales 
es constante la suma 


-MA +42 MAH... Fans MAR_4 + (an +4p+1) MO. 


En virtud de la hipótesis inductiva, este lugar geométrico 
es una circunferencia si a, + a + . + An + an 20 
y Una recta si a, + 43+.. Sa EA 

22. Hállese el lugar geométrico de los puntos 
os cuales es constante la suma de cuadrados de sus 
las a n puntos fijos. 


Basta tomar en el problema 26 a, = aa = ... 


ema 23. Hállese el punto para el cual es mínima 
le cuadrados de sus distancias a n puntos fijos. 

u Es el centro pe z circunferencia que representa el 
o del problema 22 


állese ns: lugar zeométrico de los puntos 
ncias a dos puntos fijos es constante. 


o del lugar geométrico buscado, E 
o AM? BM? = 0; por a 
+ So, 


A, un ngono. Hálleso ¿y 
s M tales que tenga área 
son las proyecciones de) 
ígono inicial. 


A el área del triángulo cuy 
EM sobre los lados del ite 
Ke s 


i AAJALAy donde R eselradio de 


 AJA¿Az y desla distan- 
mferencia Z. De aquí se 
so buscado es una circunfe- 
a par de circunferencias de este 
según el número de lados del 
siera que sea n el lugar geométrico 
de cias concéntri- 

en el libro de JL. O. llxxap- 
Hbie sagan E Teo pemál 

n 1952 (D. 0. Shkliar- 


eoremas esctog j- 
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triángulo y los baricentros de los lados opuestos (fig. 53, b). 
Es sabido que las medianas del triángulo se cortan en un 
mismo punto que las divide en razón 2:14 contando desde 


el vértice. Diremos que el punto en el que se cortan las tres 
medianas del triángulo es su baricentro. 
Definamos ahora las medianas de un cuadrilátero A¡A¿AJÁs 


como los segmentos que unen sus vértices Az, Agr As y As 
y los baricentros 0,, 0z, Oz y O, de los triángulos que forman 


0 Ag 


FIG. 53 


los tres vértices restantes (fig. 53, c). Demostremos que las 
medianas del cuadrilátero se cortan en un mismo punto 

las divide en razón 3: 1 conta el vértice. Efectiva- 
mente, sea S el baricentro (punto medio) del segmento 
AA y sean O, y Oz los baricentros respectivos de los trián- 
gulos 4,443 y 4,444; sea, además, O el punto de inter- 
sección de las medianas A0, y 4,0, del cuadrilátero. 
Puesto que SA; y SA, son medianas de los triángulos 
A¡A2Ay y 414244, tenemos 


SAs _3 4 _3 
mon AO Ue 


Y por consiguiente, 


SAs _ SA 
v6.9 BOs — SOs* 


Pes * 


AzA S 
ue 3% DA, 
a a 030, $0, 


riángulos 0040, y OA 


a4 4 Son 


D S 
B — 0304 q” 


ión de dos medianas sucesivas 
es sucesivos) divide ambas 
que las cuatro medianas 
mo punto O que divide 
intersección de las media- 
baricentro del cuadrilátero. 
<n las medianas del 
s segmentos que unen sus 
los (Æ — 1)-gonos formados 
tes y que para todo k <n 
k4 pno como el punto de 
is, demos por demostrado 
secc ón (el baricentro del 
k rona divide las mismas en 

je el vértice). 
mas del n-gono como los 
con los baricentros de los 
t. 4 vértices restantes. 


= 
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del n-gono A,A; ... An. De la semejanza de los triángulos 
00,-10n y OAn-4, resulta 


Por consiguiente, el punto de intersección de dos medianas 
sucesivas del n-gono divide ambas en razón (n — 1): 1. 


FIG. 54 


De ello se deduce precisamente que todas las medianas del 
n-gono pasan por un mismo punto (que las divide en razón 
(n — 1) : 1). Ri 
[Podemos definir ahora el baricentro del n-gono como el 
punto de intersección de sus medianas y definir después 
las medianas del (n + 1)-gono como los segmentos que unen 
sus vértices y los baricentros de los n-gonos formados por 
los n vértices restantes. El método de inducción matemática 
permite afirmar que esta definición, de medianas y de bari- 
centro del n-gono tiene sentido cualquiera que sea n. 
26. Tomemos un n-gono AÁ; . . . Ar. Repre- 
s por O, el baricentro del (n — 1)-gono A,A; ... 
n, por O, el baricentro del (n — 1)-gono AjAs-.- 
, etc. y por O, el baricentro del (n — 1)-gono A, A» ... 


os n-gonos 0,0, . k 
TS) y A s 
i vi o on el ejemplo 27, se 


; tieng 
iante AeE na mientos anál., 


1 a 


el ngono (k <n) ol s. 
no formado por k 


Da as medianas de 
smo punto que las divide 


5 del (k — 1)-gono 
«e Án: sean O, y 


p—— 
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a au O 
0S1 098; 1 


Aha ses Aydi (fig. 55). Entonces DÁ; xo y Por EAS 


Sea O el punto de intersección de las medianas 03204 y 0103 de orden 
k; de la semejanza de los triángulos 00,0, y 00,0, resulta 


Se puede demostrar que para todo k el punto de inter- 
sección de las medianas de orden k de un n-gono coincide 
con el baricentro del mismo. 

Problema 28. Enúnciese la proposición del problema 27 
para el caso n = 4 y k =2. 


RESPUESTA. Se cortan en un mismo punto y bisecan uno al otro 
los segmentos que unen los puntos medios de los lados opuestos y los 
puntos medios de las diagonales de un cuadrilátero cualquiera. 


La circunferencia que pasa por los puntos medios de los 
tres lados del triángulo (fig. 56) se denomina circunferencia 


ler, Tiene varias propiedades interesantes (por ejem- 
la circunferencia de Euler del triángulo ABC, a parte 
s puntos medios D, E y F de sus lados, pasa también 
ies P, Q y R de las alturas AP, BQ y CR, así como 
ntos K, L y M que bisecan los segmentos AH, 
de las alturas comprendidos entre los vértices 
g* 


vg i > 
de las alturas!); por ES 
ambién llamarse circun feren la 
sto que la Mtro, 
ta circunscrita al triángule 


siendo S la razón de Seme- 


y4 


Ri 

z? donde R 
circunscrita al triángu] 
el concepto de la ci 
ualquier polígono inscrito 


"circunferencia de Euler 


cunferencia $ de radio 


g. 56) es un rectángulo 
Cy DM pasan por los 


n untos 
do so A que 


z r el pun 
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y que hemos demostrado que su radio es B (R es el radio 


de la circunferencia S). Consideremos ahora un (n + 1)-gono 
AAAs - - - An+, inscrito en la circunferencia S. En este 
caso las n +41 circunferencias de Euler de los n-gonos 
AA A AAA Y O Aa e 


cortan en un mismo punto, centro de la circunferencia de 
radio 2 que pasa por los centros de las n — 1 circunferencias 


SUGERENCIA. Sea A¡A¿A¿A, un cuadrilátero cualquiera inscrito 
en la PoeRionsis S. puaga que la ua is de uan 
ángulo A,A,4,, por ejemplo, pasa por los puntos medios de los tres 
segmentos Hi H,A, y H¿Az, donde H, es el punto de intersección 


ana 


ta 
S por medio de ES 


>, $ punto medio qe] l seg. 

i a. Resta fijarse pre 

E TA, 7 a 
dotes alas e 


esto se deduce de que 
o paralologramo (ya ma 


ER 


Ti E e T 


ə de la distancia 


xistencia de la 
0 Ea de lados 
Aae 
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Sia Y S23 las circunferencias de Euler de los (n — 1)-gonos AA+ - - - 
Anti AAAs ... Anti y Á As . An+y y Sean Ozz, Os 

y Osa SUS E sean, además, 0,0 3y Os los centros de las circun- 
ferencias S4, S3 y Sa y gor: por último, 0423 el centro de la circunferen- 
cia de Euler tá del (n — 2)-gono A¿A;, An+1- Obtenemos así 
JS fig. 58 que permite deducir Telata la igualdad de los triángu- 
0s 010:0 y 01303:3032. (Para demostrar la igualdad de los lados 0,0, 
Ae estos trión los basta considerar los triángulos 0,00;% 


y ORO Om que son iguales pues 
R 
04201 =01202=0123023 = 0 123013 = 


Fapa 
40101202 = 20101201234 2012301202 = 
=2 L 0130120123} 2L 0123012023 = 2 Z 013012023 
y, además, 


40230123013 =2 2 013012023 


por ser ángulos inscrito y central de la circunferencia circunscrita a 

012013023 que pe sobre un mismo arco; de un modo análogo 

se demuestra que 0,03 = 035012 y que 0.05 = 0130, ). Ya que 

20,00, = = A001301: y las circunferencias Sa Say S, 12 Se cortan 

Tes mismo punto 0,23, de ello ya se deduce que las circunferencias 
2 Y Sy se cortan en un punto, 


Problema 30. Sea A,4,... An un n-gono inscrito en 
la circunferencia S. Demuéstrese que su baricentro (véase 
el ejemplo 27) pertenece al segmento que une el centro de S 
centro de la circunferencia de Euler del »-gono y que 
de este segmento en razón (n — 2) : 2, 


CIA. La solución de este problema se puede encontrar 
E) Yaglóm indicado en la pág. 62 (véase la solución 


a circunscrita 
an e rectas oo Wl O, el cat de la cir- 
a ángulo que form dema ES rectas l, ly y ly, 
es los cuatro bio 01, 0z, Os Y Oy SAR bra a misma 
que se A circunferenc 


la circunferencia de cen- 

dir lo... htt 
de ceni 

ade 
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Y 


las rectas / ción el arco de la circunferencia de centros de las n rectas l, la, . . ., lp Com- 
t: prendido entre los centros O, y Os de las circunferencias de centros de las 
ángulo que forman y. n —1 rectas la, la, .- -, ln y de las n— 1 rectas h, laş 28 


(ERA 
ual al ángulo duplicado entre las rectas l; y l, (véase el final de 10). 
Crasidaremos ahora n - 1 rectas li, lz, ..., !,+1 en posición gene- 
ral. Sea O, el centro de la circunferencia C, de centros de las n rectas 
la, las > > +» ht ete. y sea Oy, el centro de la circunferencia Cy, de 


be Le y h, 
atre la y 1, 
Ph =LA 13: 
ela isr AA 


puntos 0,. 0z 
remos las tres 
10 M, Cy 
ey Cs en el punto A 


lz y l, 


Se 
ue io 
arpg 


AA rectas lar o > <> ra. etc. Demostremos que 
rencias Cy, Cz, » .., Coti SE en un mismo punto M. 
sea M el punto de intersección d circunferenci 

Ria: Tenemos entonces) PE m GEN 


T LOnMOn=4 Ufu a— Zentre L, y b, 
p LO MO1=2- U01= Zentre la y h- 


ulta MOn = Ż entre y a m Cak leniti 
restantes Cs, Co, <. -n Cuga 


th 


as C: y C, que p 
en el punto e, 


lh y lys 
lay Yh AFAA 
donde deduce 


a sobre a misma 


do tomando en é] 
ero aquí. surge 
circunscrita al 
todos los 

serer rita en el 
ser escogida entro 
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20, Supongamos que so ha definido ya la circunferencia de cen- 

tros de n Ai orientadas. Considoremos n 1 rectas orientadas 
lu ag AN la+ı €n posición general. Sean O,, Os, « . ., On, On+1 
To centros ho lâs circunferencias de centros de las n+1 colecciones, 
con n rectas orientadas en cada una, que pueden formarse de nues- 
tras n-+1 rectas. En tal caso los n- 4 puntos Oy, Ox, ..., Ons Onai 
están sobre una misma circunferencia, la circunferencia de centros de 
las n + 1 rectas orientadas, 

uas solución del problema 31, 

son a a cargo del lector, 

blema 32. Definición del ortocentro de un polígono inscrito en 

la circunferencia. 1°. Como es sabido, se denomina ortocentro del trián- 
ol punto de intersección de sus alturas. 


próxima a la solución del ejemplo 


jupongamos que se ha definido ya el ortocentro de un n-gono 
Annt 


BAs + e. An inscrito en la circunferencia S. Sea AjÁa ... 


ME FIG. 62 


E” inscrito en la circunferencia $ y sean H,, Ha, ... 
; ortocentros de los n + 4 polígonos AAs ... Án+ 


Aya... A +1 a AA... An. Entonces las circunferen- 
iguales pero con centros en H, Ha, . . ., Hn, se cortan en 
o to H que se denomina ortocentro del (n -/- 1)-gono 

i E (en la fig. 63 hemos representado el peas del 


ja do la solución del problema 32 a cargo del lector, señale- 
los ortocentros de los polígonos inscritos en la circunferencia 
una serie de Bngulos; no análogas a las que existen para los 
os de los tri los; no podemos detenernos aquí en la expo- 
estas propiedades que se demuestran aplicando necesaria- 
todo" le inducción matemática (ya que el ortocentro del 

a sido definido por inducción). 
a 33. 10. So A punto al a dos rectas (secan- 


ja q s recta cd ER le gene- 
[s'aue Er por los puntos centrales de cada 


lg y ly en posició 


N ger 
a la Y La, sea sa Sea 
2 aa cir 


y la, etc. Entonces las cua- 
Flan en un mismo punto 0 


gyi 
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20. Supongamos que se han definido ya la circunferencia central 
de 2n — 1 rectas y el punto central de 2n rectas. Consideremos 2n + 1 
rectas li, la» - «+» lan» lan+1 En posición general. Sea A, el punto cen- 
tral de las 2n rectas ly, l3, . - ., lan, lon+1; sea Az,el punto central de 
las 2n rectas li, lg, « » -» lan» lan+1, etc. y sea, por ultimo, Azn+1 el 
punto central de las 2n rectas l, ls, ..., lan. Entonces los puntos 
Az Ag +++» Azn+1 están sobre una misma circunferencia que se de- 
nomina circunferencia central de las 2n-+41 rectas li, la... 


... 


1° 
aet finalmente 2n + 2 rectas ly, la, ..., lanti» lenta 
en posición general. Sea S, la circunferencia central de las 2n + 1 
rectas la, lg, » » -» lan+1> lan+a; Sea Sy la circunferencia central de las 
2n + 1 rectas ly, lg, . +.» lanti» lanta; etc. y sea, por último, Sgn+a la 
circunferencia central de las 2n -+ 1 rectas ly, la, . . ., lan+1 Entonces 
las circunferencias Sy, So, +++.» Sonti San+ Se cortan en un mismo 
que se denomina punto central de las 2n + 2 rectas h, la, ... 
nt "nta 
as, Las demostraciones de las proposiciones aquí 
unciadas se puede encontrar en el libro de D. O. Shkliarski y otros 
ndicado en la página 78 (véase la solución del problema 125) y en el 
libro de H. M. Herom, Teomerpuueckue upeoópasoramma, lI, M., 
Focrexusgar, 1956 (I. M. Yaglóm, Transformaciones geométricas, 
volumen lI (véase la solución del problema 218, a). 
= Problema 34. 10. Sean l;, la y lẹ tres rectas en posición general. 
El cesto de la circunferencia circunscrita al triángulo que éstas forman 
se den: unto central de las tres rectas. 
Consideremos ahora cuatro rectas l, la, la y lą en posición general. 

a A, el punto central de las tres rectas la, lg y l¿, sea Aa el punto 
de las tres rectas l4, lą y lą, etc. Entonces los cuatro puntos 
a y 4, están en una misma circunferencia (véase el ejemplo 
se denomina circunferencia central de las cuatro rectas lx, ly, 


¡pongamos que se han definido ya el punto central de 2n — 1 
a circunferencia central de 2n rectas. Consideremos 2n + 1 
„.. o lan, lany, en posición general. Sea S, la circunfe- 
entral de las 2n rectas la, lg, . . », lans lan+; sea Sa la circun- 
entral de las 2n rectas l, la, . . ., lans lan+1; etc. y sea, por 

2n+1 la circunferencia central de las 2n rectas l, la, ..., len. 
ircunferencias Si, Sa, .. ., San+ se cortan en un mismo 

se denomina punto central de las 2n + 1 rectas h, ly, .-- 


os finalmente 2n +2 rectas l, ly, +... l2n+a €n 
Sea A, el yato. central de las 2n -+ 1 rectas 
sea Az el punto central de las 2n +1 rectas 
etc. y sea, por último, Azn+2 el punto central de las 
Í la GOR lonr Entonces los puntos A Ay ... 
en una misma circunferencia que se denomina circun- 
las 2n + 2 rectas h, la, > - > l2nezs p 


s demostraciones de las proposiciones aquí enun- 
constituyen el contenido del problema 33. : 


. 
. 


formado por un os 
; punt E 
E A a que pasa por 4, Ela Y Wa 
.. Diremos que n elementos ¡“ento 
son concíclicos si las rectas, "tales 
i (y el ejemplo 28) eaa 
isma circunferencia, e 
unjerencia directriz de 
A Me dos 
ales que los puntos ele- 
an) la circunferencia wo n 


tersección; de a; y % 
' tres pares de elementos 
), (Az, aa) y (As, ag) (ta- 
intos y las rectas 41, % 
n en un mismo punto què 
ntos lineales (Ay % 


$ 6. 
INDUCCIÓN 


Fi SEGÚN EL NÚMERO 
DE DIMENSIONES 


Al estudiar la Estereometría salta a la vista la analogía 
que existe entre los teoremas de la Planimetría y de la 
Estereometría. Así, las propiedades del paralelepípedo se 
asemejan mucho a las del paralelogramo (compárense, por 
ejemplo, los teoremas: «Las caras opuestas del paralelepípedo 
son iguales y las diagonales del parelelepípedo se cortan 
en el punto medio de todas ellas», «y Los lados opuestos del 
paralelogramo son iguales y las diagonales del paralelogramo 
se cortan en el punto medio de ambas») y las propiedades 
de la esfera se asemejan a las propiedades de la circunferen- 
cia (compárense, por ejemplo, los teoremas: «Todo plano 
tangente a la esfera es perpendicular al radio en el punto 
de tangencia» y «Toda tangente a una circunferencia es 
perpendicular al radio en el punto de tangencia»). Al mismo 

po existe una diferencia substancial entre las propieda- 
e las figuras en el plano y en el espacio. La diferencia 
ipal consiste en que las figuras en el plano tienen dos 
nsiones («longitud» y «anchura» mientras que los 
los en el espacio tienen tres dimensiones («longitud», 
jura» y «altura»). A tenor con ello la posición de un 
1 el plano se determina plenamente mediante dos 
enadas (fig. 66, b) z e y mientras que para determinar 

ción de un punto en el espacio se precisan tres coor- 
, y y 2 (fig. 66, c). Por esta razón el espacio co- 

denomina con frecuencia ¡espacio tridimensional mensional 
de tres dimensiones») y del plano se suele decir 
senta el espacio bidimensional («espacio de dos 
AR puede hacerse extensiva al caso de la 
ción de un punto en la recta se determina plena- 
ante una coordenada única x (fig. 65, a); esto 
> todas las figuras (segmentos) en la recta tienen 
ón nada más («longitud»). Por eso, se dice que 
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stor sto permite Considerar 
eespacio puede ser ing 
, 


e 


se emplea a la par con la inducción corriente y a veces 
uede ser incluso sustituida por ésta. 


mas de la Estercometrí, i Al analizar los problemas y los ejemplos de este pará- 
siones correspondientes rafo debe tenerse en cuenta que la circunferencia plana 
D des de las Mom fo sea, el lugar geométrico de los puntos equidistantes 
as propiedades de las pat 
| i A 0 8 


jo O, fig. 67, b) corresponde a la superficie 
67, a) en el espacio y a dos puntos equidistantes 
fig. 67, a) en la recta; el círeulo plano corres- 
fera en el espacio y al segmento en la recta; 
triángulo plano ABC (fig. 68, b) corresponde 


~w 


rámide triangular de vér; 
piramide “tic 
espacio y al segmento 4% pe 
8, a) en la recta, 
$ roca, como regla genera 
Esti metria corresponde ia 
Conviene aceptar, a veces 
mismo k 


LIA E 


> AAA 


sio. Así pueden obtenerse dis- 
misme teorema de la Plani- 
E «la suma de cuadrados 
lano y los vértices de un 
a circunferencia de radio R 
plo, el problema 234 del 
la pág. 10) le corresponden 
m7 os de las distan» 
ices de un n-gono regular 
ia de radio R es igual a 
las distancias entre un 
p regular de n vértices 
R es igual a n(R? + 
s pueden 


ser deducidos 


«tridimensional» en los 
37 y 38, por otro lado. 
1, el parágrafo pre- 

lo por inducción 
tración por induc- 
| determinación de 
m el número de 
se 4 $" el número 
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Un papel considerable desempeña en la Matemática 
; la Física modernas el concepto del espacio n-dimensional 
E el que la posición de un punto se determina por z núme- 
TOS Ly, Tar + - -+» Tn denominados coordenadas de este punto; 
aquí n es un número entero positivo cualquiera mayor, es 
posible, que tres (así, se habla, por ejemplo, del espacio 

as de cuatro dimensiones, donde las coordenadas 
zx, Y, Z y r de una esfera son las tres coordenadas de su centro 
y el radio de la esfera; en la Física desempeña un papel 
considerable el espacio de sucesos de cuatro dimensiones, 
donde las coordenadas z, y, z y t de un suceso son las coor- 
denadas corrientes del punto donde ocurre el suceso y el 
momento del suceso, así como el espacio de fases de un punto 


móvil sobre un plano en el que las coordenadas son los 
números 7, y, ze y, donde z e y son las coordenadas de la 


posición del punto, mientras que z e y son los componentes 
de su velocidad, etc.). Si aceptamos que la distancia entre 
los puntos A y B de coordenadas (2,,Tz, .-., Tn) Y 
Un Y» <.. Yn) del espacio n-dimensional es igual a 
wa 


MV E -F Enn), 


pacio se denomina euclideo; en este espacio se puede 
r el cubo n-dimensional y el símplice n-dimensional 
o del triángulo y del tetraedro), la esfera y la bola, 
Con frecuencia las propiedades de las figuras en el 
) n-dimensional se demuestran por inducción según el 
de dimensiones del espacio; hablando con rigor, sólo 
strar teoremas «n-dimensionales», donde n es cual- 
emos con pleno fundamento hablar del método 
cción ya que sólo en este caso se realiza plenamente 
do paso» de la descripción de este método que 
posibilidad de pasar de un valor arbitrario n = k 
siguiente n = k +4 (véase la pág. 11). El método 
acción matemática permite traspasar al espacio 

omal, donde n es cualquiera, todos los resultados 


s 1) Véase, por ejemplo, B. A. ho pc 


MaTeMaTuKu, KH. V (reomerpua), H 
A eld e I. M. Yaglom, Espa 


? 1966 349 
ayka, , CTP. = 
ios moltidimansionales, 


septo de espacios m lt 
de preparación mate; l} 
l ctor del presente foll A 
o a los casos n — 1 ve 


a 1 plano y del espacio A 


dividen el espacio 
y no hay cuatro que 
estos planos son 


ecta n puntos? 
o por F, (n); es 


en dos partes. 
F, (n) de partes èn 
ión general y Co- 
Lasn primeras 
Ee a 
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Tomando para n en la igualdad (13) los valores n — 1, 
, 2, 1, obtenemos 


FE, (n) =F, (n—1) +», 
Pama 1) = Fs (n — 2) + (n — 1), 


n—2,..- 


F, (3) = F, (2) + 3, 
EEA = Es (1) +2. 
Sumemos estas igualdades; puesto que F, (1) = 2, tendremos 


AmM=F(0+n+n-0+... +2 = 
SA E ln +(m=0>+... + 


2 +1), 


y definitivamente 

. 10 m 
(véase la fórmula (2) de la Introducción, pág. 12). 

1 problema inicial. 

TON. 1%. Un plano divide el espacio en dos partes. 
pongamos conocido el número Fy (n) de partes en 
dividen el espacio n planos en posición general 
eremos rn +1 planos en posición general. Los n 
de estos planos dividen el espacio en Fy (n) partes; 
(n + 1)-ésimo x se corta con esos z planos según n 
1 posición general que lo dividen, por consiguiente, 


n Moien partes (véase B). Es decir, obtene- 
lación 

n+ 1) = F; (n) +F, (n) =F; (n) + 
eane A n—2,..., 2, 1 en lugar de n en 
(14), obtenemos 


Fs (n) =Fs(n—1) 


CIT NO e 


n?+ n42 
2 


n%4+n+2 
A (14) 


ne (n= D 1)+2 > 
(n—2)*+ (12) +2 
2 , 


A e > de 
F (8) =A), 


m pr 
ni doses 


AS 2 
i pa » Y (3) de la 


(n+ 4) (n? — h-t b) 


E 
iden e Í 
vid l espacio 


problemas fl- 


aferencias unidi- 
oducción n este 


artos, 
3 dividen la 


¿10 
las que dividen el 
f á À 4 

jon on d, (n) 


i) on las 
n) = 2 parton que 
lori aeia, Do nqul 
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Ooo — Ma 
dos dividen el espacio en Dg (n) partes, resulta que n -4 
den el espacio en 
e Da (n41)=03 (1) + Da (n) = D; (n) 4 (n? nA 2) 
partes. Puesto que D, (1) = 2, podemos encontrar de aquí gue 
e 


2 An 18 
s 017 EL ld ad 


4 esferas divi- 


e ES 
2, DEMOSTRACIÓN 
POR INDUCCIÓN 


BEGON EL NÚMERO 


- DE DIMENSIONES 
i Miadi E Aa 
Ae 
Ejemplo 30, Un tetraedro cuyos vértices están numera 
dos mediante las cifras 1, 2, 3 y 4 ge divide en tetracdros 
| menores de modo que dos cualesquiera tetraedros de la 


£ 
verticae 


Melón no tienen puntos comunes, tienen un 
n, tienen una arista común (pero no wna parte de 
o tienen una cara común (pero no una parte de cara) 
Jos vértices de los tetraedros menores también se 
ran con las mismas cifras 1,2, 3 y 4 con la particula- 
de que para aquellos vértices que se encuentran sobre 
caras del tetraedro mayor se emplean las tres cifras con 
mo están numerados los vértices de las caras correspon 
los; de la misma forma, para los vértices que pertenecen 
aristas del totracdro mayor #0 emplean las dos efras 
que están numerados los extremos de las aristas 


pondientes, Demuéstreso que habrá al menos un 
o pequeño cuyos vértices vstán numerados con 


amos sucesivamente los problemas siguientes. 
mogmonto cuyos extremos están indicados por las 
2 so divido en tos menores disjuntor y todos 
la partición so numerar mediante los cifras 1 
a), Domuéntroso que habrá al menos un segmento 
elón enyon extremos están numerados con cifras 


Demostromos que os impar ol número de seg: 
y e por 1 2; e ollo se Naduetrá que existe un 
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2 y 3 con la particularidad de que para numerar 
es que aparecen en los lados del triángulo mayor 
una de las cifras que llevan los extremos de los 
espondientes (fig. 69, b). Demnuéstrese que habrá 
un triángulo de la partición cuyos vértices están 
con cifras distintas. 
Y. Demostremos que el número de triángulos de 
-3 es impar. Calculemos con este fin el número 
ados de tipo 1 2 en los triángulos de la partición. 
mero de segmentos de tipo 1 2 que se encuentran 
triángulo principal y sea 1 el número de seg- 
e tipo que aparecen en el lado 1 2 del triángulo 
s otros dos lados de este triángulo no pueden tener 
' tipo 1 2). Cada uno de los k segmentos per- 
triángulos de la partición y cada uno de los l 
pertenece a un triángulo de la partición; por 


mí 


A=?2k +1 


tr: parte te, sea p el número de triángulos de la par- 
101220 de tipo 1 2 1 y sea q el número de trián- 
po 1 2 3. Cada uno de los p triángulos tiene dos 
. 2 y cada uno de los q triángulos tiene un 

1po; por eso, 


A = 2p +q- 


2k +1=2p+q 


par o impar según lo sea 1. Pero, en virtud 


inicial. 
número de caras de tipo 1 2 3 en los 


E 


le tipo 1 2 3 4, tenemos 


a 
Ud 


- 2 al 
=2p + ( 
$ a. 


De Paro 
n B, Les un número 


os explicado que 
lones puede ser 
te. Veamos ejem- 


del ejemplo 30 
n de segmentos 


se hace evidente, 
ión ha sido ya de- 
nto en n seg- 
del segmento 
mentos no son 
xtremos llevan 
e tipo 1 1. Con- 
partición del 
la hipótesis 
te, también 
> tipo 1 2 que 


l ejemplo 30 B 


hace evidente 
hd 


sido demos- 


Y 
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a un punto, obtenemos una partición nueva del triángulo 
423 enn — 1 (primer caso, fig. 70, c) o en n (segundo caso, 
fig. 70, d) triángulos. Según la hipótesis inductiva, en esta 
partición (y, por consiguiente, también en la inicial) habrá 
al menos un triángulo cuyos vértices sean de tipo 1 2 3. 


blema 37. Demuéstrese el teorema del ejemplo 30 C 
ndo la inducción según el número n de tetraedros 
rtición. 


S ENCIA. La demostración es análoga a la demostración de 
posición del ejemplo 32. 


proposición del ejemplo 30 puede ser precisada. Con 
introducimos el concepto de orientación para todo 

ro cuyos vértices están numerados mediante las 
, 2, 3 y 4 distinguiendo dos tipos de orientaciones - 


9, del vértice 1 n] Vér 
desde ol Vórtico 4 On 
gujas del reloj o on 

la Proposición 


PA. 

ln iléndoso las condi- 
tos de tipo 1 234 
Supera en una unidad 
de tipo 12 34 de 


ONCOS 


problemas si- 


aguiremos dos 
del vértico 4 al 
rértice 1 al vér- 
l número de seg- 
) de segmentos de 


jemplo 30 B) está 
si su recorrido 
a según (con- 

úmero de los 
ncipal 
3 de la 
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E == 
pyl (fig. 71, a). Pero todos los sogmentos ly, la, -.., ln 
contienen l y, por hipótesis, se cortan con el segmento 
Dris luego, todos estos segmentos contienen el punto A 
ue, por consiguiente, pertenece a /. Esta contradicción 
obtenida muestra que layı y L se cortan; la parte común 


> 


2 O A 


n+l 


) / 
4 a) 


E 


FIG, 71 


3 


nomme ee e 


de ambos pertenece a todos los segmentos considerados 


lo la ne? lati: 


que pertenece a todos ellos. 
GUCION. 1°. Si n = 3, la proposición se hace evidente. 
2. Supongamos que nuestra proposición ha sido demos- 
para n círculos cualesquiera. Consideremos en el 
el círculos Ci» (58 in .y En os En virtud de 
pótesis inductiva, los n círculos C}, Co +... Cn se 
C la parte común de los mismos (fig. 71, b) (el 
circular» C puede ser un círculo y también puede 
un punto). Debemos demostrar que la figura C 
culo C,+, se cortan. Supongamos lo contrario; enton- 
emos trazar una recta l que separa las figuras Cr+, 


- : m. 
onsiderar que esta recia TEP 
el centro O del Rod 
próximo a O levantada 
) B, donde B es el punto 
r de la circunferenc;, del 


E». y Cn Se corta con 
LC y, por hipóte- 
ento que el círcy. 
o que el círculo G 
tendremos entonces 
uiera dos de ellos se 


q de los círculos 
mento MN pertenece 
por consiguiente, 
pertenecerá a am- 
è un punto de la 
( y Uy -> -s Un» 
Ca - > 
lo que está en 
in de la recta l 
ener al menos un 
los círculos 


hace evidente. 
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į A —————————— 

22, Supongamos que nuestra proposición ha sido demos- 
trada ya para n esferas cualesquiera. Consideremos n + 1 
esferas D,, De... Dr, Dipi Sea p la intersección de 

sforas Di, Da, -. . DP, (que existe en virtud de la 
las n e 1 2 
proposición inductiva). Entonces podemos demostrar, razo- 
nando igual que en el ejemplo 33 B, que si la esfera Dy,,, 
mo se corta con (D, existe un plano a que separa estas figu- 
ras. Las intersecciones de cada una de las esferas Oi, Da, . 
| m, D, con el plano 7 representan círculos situados de 

modo que tres cualesquiera se cortan; por consiguiente, 


en el plano 7% existe un punto que pertenece a todos estos 
círculos y, por ende, a D lo que contradice a la definición 
| del plano m. 


También la proposición del ejemplo 33 se puede demostrar 
| empleando la inducción según el número de figuras en lugar 
de la inducción según el número de dimensiones, 
l Ejemplo 34. Demúestrese la proposición del ejemplo 33 B 
i empleando la inducción según el número de figuras. 
SOLUCION. Demostraremos la proposición correspondiente 
| al caso de polígonos circulares, o sea, de figuras que repre- 
sentan cada una la intersección de un número finito de 
| círculos; de aquí se podrá deducir, en particular, nuestra 
l proposición inicial. 
| 1°. Si n = 3, la proposición se hace evidente. 

- Tomemos cuatro polígonos circulares C,, Ca, Ca y Ca 
de modo que tres cualesquiera se corten. Sea A, un punto 
común de las figuras C}, Cs y C4; sea Az un punto común 
de las figuras C,, Cy y Ca, etc. Se pueden presentar dos 


a) Uno de los puntos A,, As, Az Ó Ay, digamos As, 
nece al triángulo que forman los otros tres puntos 
72, a). Puesto que todo el triángulo A,4,43 pertenece 
a el punto A, también pertenecerá entonces a C4, y, por 
siguiente, el punto A, será un punto común de las cuatro 
Ci Can, Cs y Ce 
3) Entre los puntos A,, Az, Ay y A, no hay ninguno 
pertenezca al triángulo que forman los tres restantes. 
este caso el punto A de intersección de las diagonales 
i iadrilátero (convexo) AAAA, (fig. 72, b) será un 
mún de las cuatro figuras C,, Cy, Ca y Ca por ser 
to común de los triángulos A,4z43, A,A,Ap 
A, Y Assu: 
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Problema 40. (Teorema de Young’). En ol plano se 
Sea C la i "pd toman n puntos Ay, Az, ..., A, de modo que la distancia 
tor. | entre dos cualesquiera no pase de la unidad. Demuéstrose 


o que también C , ; 
tres suso que están todos comprendidos en un círculo de radio 1 V 3. 


| 

seda Ai En efecto, i SUGERENCIA. Domuéstroso primero quo tres cualosquiora do estos 
20 por hipótesis, | ntos están comprendidos en un círculo de radio 1/]/ 3. Construyendo, 
, en cada uno de los puntos como centro círculos do radio 1/43 
uéstrose que tres cualesquiera de estos círculos se cortan. | y do 
los puntos comunes a todos los círculos (que existe en virtud del resul- 
tado del ejemplo 33 B) puedo ser tomado como centro del círculo de 

radio 1/3 que comprende los puntos dados, 


Problema 41. En el espacio se toman n puntos Ay, Ap, . 
-. «y An de modo que la distancia entre dos cualesquiera 
no pase de la unidad. Demuéstrese que están todos compren- 


| 

A 
didos en una esfera de radio LË. 
| 


å 
SUGERENCIA» La demostración es análoga a la del problema 40. 


pe generalización del ejemplo 33 y algunas aplicaciones 
d teorema más general aparecen en el libro “Figuras 


Conyexas” mencionado en la pág. 32. 


p 


mplo 35. Se tiene un número finito de semiespacios?) 
enan el espacio. Demuéstrese que se pueden escoger 
(o menos) semiespacios que también llenan el espacio. 
sideremos sucesivamente los problemas siguientes. 
. La recta está cubierta con un número finito de semi- 
s. Demuéstrese que se pueden escoger dos semirrectas 
U an la recta. 
NON. Sea A el vértice extremo de la derecha entre 
s de las semirrectas que van hacia la izquierda 
vértice extremo de la izquierda entre los vértices 
lirrectas que van hacia la derecha. Puesto que, 
las semirrectas cubren la recta, el punto B 
estar a la derecha de A y las dos semirrectas que 
vértices en los puntos A y B cubren toda la recta. 


1 aprte W., matemático ple o XIX. 
lenomina a la parte espacio 
entra a un lado de un plano. 


n la que aparece C, 
umiera que tres cua- 
y Se cortan, 

ras lienen un 

to común de 


Gp Ca, oie 
ótesis inductiva, 
s figuras que 
figuras Cy, Cn + 


lo 34 C 


mero finito » de 
oger dos o tres 


ión la inducción 
dente. 

1 es válida en el 
1 semiplanos 
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Paz En y Fn+1 que analizaremos por 


2] Fn+ı Contiene el punto de intersección 
ectas ln-ı Y ln (fig. 74, a). En este caso los tres semi- 
F En y Fn+ı cubren todo el plano. 

¡semiplano F,,+, no contiene el punto de intersec- 
aS rectas ln-ı y ln (fig. 74, b). En este caso el plano 


para demostrarlo la inducción 
n de semiespacios tomados. 
la proposición se hace evidente. 
que nuestra proposición es válida para 
pacios. Consideremos n +1 semiespacios 
t Kati Sean y, Mg iien Hp Tnt las 
 semiespacios. Se pueden presentar dos 
A 
n+; Pertenece íntegramente a uno 
Vi, Va -s Va, por ejemplo a Vp. 
anc y 11, son paralelos. Si los 
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2% caso, El plano 1,,, no pertenece a ninguno de los 
semiespacios V,, Vy, . Va. Entonces estos semiespacios 
lo cubren y determinan en él m&n semiplanos F,, Fa, .. 

ED l 

Según lo demostrado en B, entre estos semiplanos se 
pueden escoger dos o tres que cubren todo el plano (fig. 73, a 


c) d) 


y fig. 74, a). Analicemos por separado los casos que pueden 

aquí presentarse. 
a) El plano „+, resulta cubierto con dos semiplanos 
(fig. 73, a), digamos F, y Fn de modo que los planos co- 
rrespondientes a, y x=, son paralelos (fig. 75, a). En este 
caso los dos semiespacios V, y V, ya llenan el espacio. 
| b) El plano a, ., resulta cubierto por los dos semiplanos 
F, y F, pero los planos correspondientes 1, y 1, Se cortan 
(fig. 75, b). Si el semiespacio V,+, contiene la, línea de 
los tres semiespacios 
el caso contrario, el 


E 


de los planos 1, y a, 
Vi Va y Vst, llenan el espacio. En 


somiespacio Vs, resulta 
y V, y el ama se 
1 a Zatı resulta 
(fig. 74, a), digamos i 
es paralelo a la. ínen de i 


(los planos correspondientes 
lenan el : ll 


fig. 75, c). En es 

d) El plano starı Te 
É. P, y Pyy el piano s 
ción de myn os 
«pirámide»; véase f: 
contiene el punto de ix 
los cuatro semiespacios V 


por los semiespacios Vy, 
de la hipótesis indu 
Problema 42. Demu 
haber más de cuatro . 
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longitud y dirección, o sea, considerando los mismos en tanto que 
vectores, representémoslos por dy, Az, ..., Ap. Escojamos entre ¿os 
Tos vectores Aj, 43, . .., 4, de modo que el vector resultante B,B, 


tonces, 86 
3 145 (que, B0- 
G3 + a, es 


GON fig. 76, b) tenga la longitud mayo 
OS Ri delos vectores di, Am -u 4 


podemos aceptar 
ig ai, E o., a’ 


vectores 
agativas (—1 < 
recta l perpendi- 
> Pis T 
los vectores 
SETY 
proyección del 
j; además, tenemos 
8 e... 
meros fi, Pi... 
denar de modo 
B... 
hora los números 
na misma suco- 
de los númo- 
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© 0800, ) 
es y e<v5. 
Hemos demostrado que la distancia entre cualquier vértice de la 


“quebrada de vectores obtenida y el punto fino A, no pasa de V 5; de 
aquí se deduce que el polígono obtenido está dentro de un círculo de 
t madio i El problema inicial. 
SUGERENCIA» Demuéstrose que se puede tomar Cy igual a V 21. 
En este caso habrá que aplicar un razonamiento análogo al realizado 
en B, siendo Pi, Pz. - - +» Pn las proyecciones de los vectores 4;, a, » 
q a, sobre el plano perpendicular al vector resultante B,B,. 


A 3. DETERMINACIÓN 
DE LUGARES GEOMÉTRICOS 
POR INDUCCIÓN 
bi SEGÚN EL NÚMERO 
DE DIMENSIONES 


Hállese el lugar geométrico de los puntos 
ara los cuales es constante (e igual a d’) la suma 
dos de sus distancias a n puntos fijos A,, Az, +. + 


¡ideremos sucesivamente los problemas siguientes. 
En la recta so toman n puntos Ag, Ag, +. ., Ans 
nonse los puntos M de la recta para los cuales 


MAEMA + MA = d, 


l os un número fijo. 
CION, Consideremos que nuestra recta es el eje 
BOAN Aj, Lg, + «+, An los números correspondientes 
intos Aj, Az, +. ., An y sen z el númoro correspon- 
ente al punto M. En este caso, las longitudes de los seg- 
itos MA,, MAg +. ., MA, serán iguales a |z — a l, 
ay | sa a |2 — a, | y, por consiguiente, 


Ait eF MAS a 
= (z — a 4 (1-4 o o A (2 n) 


MASM A + M'an, 
M'AS F M’A?, 


MA = M'AR + M'AR 


DOr consiguiente, A 


Orrespondiente ar DEMAS F -FMA = (M'A? + MAD... MAR) 
| (MA? MAZ+...+4M"A3). 


la fórmula (15), 
IP MARE... HMA = 
EA (ar al+.. pas) bet 
AEMA?+.. MAR =nM'A7?4 
EA E A aae = 


n 
D -c -s n y bi ba ---, bn son las abscisas 
de los puntos A,, Aa, . - -. An mientras que 
los puntos de los ejes z e y de coordenadas 
y AS . Por lo tanto, 


PMA =nMA?4 (a+ 034 +5) + 
y i Lat... +6n)? 
bat. da) A 2 > = 
+...+ba)? s 
AAA 6) 
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4. DEFINICIÓN 
POR INDUCCIÓN 
SEGÚN EL NÚMERO 
DE DIMENSIONES 


38. Definición de las medianas y del baricentro 
Dias 

denomina baricentro de un segmento su punto medio. 

Mel triángulo se denomina mediana el segmento 

alquiera de sus vértices con el baricentro del 

o. Es sabido que las medianas del triángulo 


cara opuesta. 


rtan 
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